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Abstract

The electrical activity of the heart is the result of complex biophysical and bio-
chemical processes occurring at different scales ranging from submicroscopic to macro-
scopic. The variability arising from these processes has important effects on cardiac
function under both physiological and pathological conditions. In this review, mathe-
matical modeling and simulation of cardiac electrical variability at the level of the cell,
tissue and whole organ will be reviewed. A set of studies will be presented, which in-
vestigate the role that the stochastic gating of ion channels of cardiac cell membranes
plays in the generation of electrical voltage variations along time. Also, methodolo-
gies for the development, calibration and evaluation of populations of mathemati-
cal models able to represent variations in cardiac electrophysiology across space, i.e.
among cells, tissues or individuals, will be described. In particular, methods based on
state-space representations, dimension reduction techniques and nonlinear adaptive
filtering will be presented and their capacity to replicate experimentally measured
spatio-temporal variability will be illustrated. The importance of these methodolo-
gies will be shown as a means to ascertain the mechanisms underlying variability, to
establish the link between variability and cardiac arrhythmias (irregularities in heart
beating) and to propose clinical markers for diagnosis, monitoring and treatment of

cardiac diseases.



Resumen

La actividad eléctrica del corazén es el resultado de complejos procesos biofisi-
cos y bioquimicos que ocurren a muy distintos niveles, desde el submicrométrico al
macroscépico. La variabilidad que se origina en estos procesos tiene importantes re-
percusiones en la funcién cardiaca tanto en condiciones fisiolégicas como patoldgicas.
En este trabajo de revision se abordara el modelado matemaético y la simulacion
computacional de la variabilidad eléctrica a escalas que abarcan la célula, el tejido y
el 6rgano completo. Se presentard un conjunto de estudios que investigan el papel que
desempena la estocasticidad, presente en la apertura y cierre de los canales i6nicos de
la membrana celular, en la generacién de variaciones del potencial eléctrico cardiaco
a lo largo del tiempo. Asimismo se describiran metodologias para el desarrollo, cali-
bracién y evaluacién de poblaciones de modelos matematicos capaces de representar
variaciones en la electrofisiologia cardiaca a lo largo del espacio, esto es, entre distin-
tas células, tejidos o individuos. Se profundizara en la revisién de métodos basados
en representaciones estado-espacio, técnicas de reduccién de dimensiones y filtrado
adaptativo no lineal para la replicacién de la variabilidad espacio-temporal cuan-
tificada experimentalmente. Se expondra cémo la utilizacién de estas metodologias
permite una investigacién robusta de los mecanismos que subyacen a la variabilidad,
su conexioén con el riesgo de sufrir arritmias (irregularidades en el latir del corazén)
y la propuesta de marcadores con potencial uso para el diagnéstico, monitorizacién

y terapia de enfermedades cardiacas.

1. La funcion eléctrica del corazon

1.1. Motivacion

Las enfermedades cardiovasculares representan la primera causa de muerte en el mundo
segun los datos proporcionados por la Organizaciéon Mundial de la Salud. Se estima que
aproximadamente 18 millones de personas mueren al ano por este tipo de enfermedades, lo
que representa un 32 % de todas las muertes en el mundo. Entre las enfermedades cardio-
vasculares, una fraccion relevante de ellas estd relacionada con el desarrollo de arritmias,
algunas de las cuales pueden llevar a la muerte subita cardiaca. Las arritmias se definen
como irregularidades en la forma de latir del corazon y pueden deberse a defectos en la
generacion del impulso eléctrico, en la transmision de dicho impulso a lo largo del corazén

o en ambas.



Una caracteristica de las arritmias cardiacas es su naturaleza impredecible. Hoy en
dia sigue siendo imposible explicar en muchos casos por qué un paciente muere en un
momento en particular debido a una arritmia. Los corazones de distintas personas presentan
comportamientos muy diferentes ante un mismo evento, observandose en algunos de ellos la
generacion de arritmias pero no asi en otros. Incluso el mismo corazén, el mismo tejido o la
misma célula cardiaca pueden reaccionar de manera diferente a un evento dependiendo del
instante de tiempo debido a la elevada variabilidad temporal existente y a la estocasticidad
que subyace a dicha variabilidad. Para investigar este tipo de fendmenos se requiere disponer
de un profundo conocimiento del funcionamiento del corazén desde el nivel subcelular hasta
el érgano completo.

El corazon es el 6rgano més importante del sistema circulatorio y se encarga de bombear
sangre rica en oxigeno al resto del cuerpo de manera que el organismo pueda realizar sus
funciones. El corazén estd dividido en dos partes, izquierda y derecha, cada una de las
cuales comprende una auricula (cavidad superior) y un ventriculo (cavidad inferior). En
el corazén hay cuatro valvulas que controlan el flujo de sangre entre las auriculas y los
ventriculos y entre los ventriculos y las arterias que llevan la sangre a los pulmones y al
resto del cuerpo. En condiciones normales, la sangre pobre en oxigeno llega al corazén a
través de la auricula derecha, que se contrae tras su excitacion eléctrica y pasa la sangre al
ventriculo derecho. Desde alli, la contraccién ventricular bombea la sangre a los pulmones
para ser oxigenada. Mientras tanto, en la parte izquierda, la sangre rica en oxigeno entra
en la auricula izquierda desde los pulmones y, tras la contraccién auricular que sucede a su
activaciéon eléctrica, pasa al ventriculo izquierdo. La contraccion de este es la responsable
del bombeo de sangre rica en oxigeno a todos los 6rganos del cuerpo. Considerando esta
forma de accion del corazén, puede comprenderse que para que la circulacion sanguinea sea
apropiada se requiere de una interaccién muy estrecha entre la funcion eléctrica y mecanica
del corazén, siendo la activacién eléctrica la desencadenante de la contraccién mecanica.

Dada la complejidad del funcionamiento del corazén como sistema en el que interactian
una gran cantidad de elementos que ocurren a muy distintas escalas espaciales y tempo-
rales, la modelizacién matematica y la simulacion computacional de la actividad eléctrica
del corazon, combinada con el procesado de las senales generadas, proporcionan un mar-
co ideal en el que incorporar la informacién recogida mediante métodos experimentales y

clinicos e investigar acerca de las causas y consecuencias de distintos fenomenos eléctricos.



En particular, la modelizacién matematica permite testar hipétesis dificiles de probar en
el laboratorio y predecir comportamientos anémalos. Los avances realizados en las ultimas
décadas permiten augurar que en un futuro cercano la modelizacién matemaética y la simu-
lacién del funcionamiento del corazén podrian convertirse en herramientas complementarias
a las habitualmente empleadas en el entorno clinico para mejorar la prevencion, diagnéstico

y monitorizacién de enfermedades cardiacas y optimizar sus tratamientos.

1.2.  FElectrofisiologia celular cardiaca

La actividad eléctrica de las células cardiacas puede explicarse a través de la presencia
de una serie de proteinas insertadas en la membrana celular, principalmente de tres tipos:
canales i6nicos, intercambiadores y bombas. Los canales iénicos permiten el paso de iones de
forma selectiva entre el interior y el exterior de la célula mediante cambios conformacionales,
esto es, en la forma de la proteina, que hacen que el canal se abra y conduzca los iones o
se cierre y restrinja el movimiento de los mismos a través de la membrana [5]. La Figura
ilustra el movimiento de apertura y cierre de un canal i6nico. Los principales iones en los
medios intracelular y extracelular son sodio (Na™), potasio (K™), calcio (Ca®*) y cloro (C1")
y su movimiento pasivo a través de los canales iénicos viene determinado por dos fuerzas:
el gradiente eléctrico (diferencia de potencial entre el interior y el exterior de la célula) y
el gradiente quimico (diferencia de concentraciones entre ambos medios). Por otra parte, el
intercambiador sodio-calcio representa un elemento muy relevante para la extrusién de Ca?*
de la célula, mientras que la bomba sodio-potasio es el principal mecanismo de transporte
activo de iones y es responsable del mantenimiento de los gradientes en las concentraciones

de Nat y K™ a ambos lados de la membrana celular.
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Figura 1: Representacién de la dindmica de compuerta de un canal iénico en respuesta a cambios en el

potencial transmembrana.

Cuando las células auriculares y ventriculares reciben un estimulo externo por encima

del umbral minimo requerido, el cual se ha generado en circunstancias normales en el
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nodo seno-auricular o marcapasos natural del corazén y se ha transmitido a lo largo del
corazén, el potencial transmembrana de la célula experimenta un rapido crecimiento (fase
de activacién o despolarizacién) seguido de un decrecimiento mucho més lento durante el
cual la célula vuelve a su estado de reposo (fase de relajacion o repolarizacién). El cambio
en el potencial transmembrana a lo largo del tiempo correspondiente a un ciclo o latido
cardiaco se denomina potencial de accién (AP, por sus siglas en inglés). Mientras que
la fase de despolarizacion se asocia fundamentalmente con la entrada de iones de sodio
a través de los canales de sodio, en la posterior vuelta al estado de reposo intervienen
multiples iones que circulan a través de distintas familias de canales iénicos, tal como
se representa en la Figura 2] El calcio que entra en la célula a través de los canales de
Ca?" desencadena la liberacién de calcio del reticulo sarcopldsmico situado en el interior
de la célula. Parte del calcio liberado se une a una proteina, la troponina, permitiendo la
interaccion de dos proteinas contractiles, actina y miosina, lo que termina dando lugar a la

contracciéon mecanica.
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Figura 2: Potencial de accién de una célula cardiaca y representacién de las principales corrientes iénicas
de entrada y salida de la célula en cada una de las fases del potencial de accién. Las flechas con la punta
hacia abajo indican que la corriente es de entrada a la célula, las flechas con la punta hacia arriba indican
que la corriente es de salida de la célula y las flechas con doble punta indican que la corriente se mueve

tanto en sentido de entrada como de salida.

Puesto que los canales iénicos son moléculas discretas, los cambios conformacionales de
estas proteinas y sus mecanismos de apertura y cierre son estocasticos. A modo de confir-

macién, se han llevado a cabo estudios experimentales sobre canales iénicos individuales
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utilizando la técnica de patch-clamp. Estos estudios han mostrado que, tras aplicar una
corriente de despolarizacion fija, cada medicién de la corriente que atraviesa un canal in-
dividual genera un patron distinto de apertura del mismo. Esta comprobacién acerca del
movimiento aleatorio de los canales idnicos sugiere que solo puede predecirse la dindmica
del movimiento de compuerta de estos canales a través de la teoria de la probabilidad.
Cada familia de canales ionicos presente en la membrana de una célula posee dindamicas
de compuertas distintas con mecanismos muy variados a nivel estructural y funcional que
permiten explicar dichas dindmicas [30]. Ademds, cada una de estas familias es altamente
permeable a un tipo particular de ion. Cuando este tipo especifico de ion entra en contacto
con el canal, interacciona con elementos especificos del mismo y esta interaccién permite
su paso, lo cual no sucede con otros tipos de iones. Esta propiedad de selectividad de los
canales garantiza el control del flujo de corrientes iénicas de tal forma que se genere y
mantenga el AP y la célula pueda realizar sus funciones convenientemente.

Una caracteristica muy relevante de la funcién cardiaca es su repolarizacion eléctrica.
Esta comprende: la fase 1, en la que se produce una disminucién transitoria del potencial
transmembrana inmediatamente posterior a la despolarizacion producida en la fase 0; la
fase 2 o de meseta, durante la cual el potencial decrece muy lentamente; y la fase 3 o de
repolarizacion rapida, en la que el potencial cae rapidamente hasta alcanzar nuevamente el
estado de reposo en el que permanece durante la fase 4. La Figura 3] muestra las distintas
fases del AP de una célula ventricular, entre las que pueden apreciarse las fases 1, 2 y
3 que conforman la repolarizacion eléctrica. Tal como se ha descrito anteriormente, la
repolarizacion celular no viene determinada por una unica corriente iénica como en el caso
de la despolarizacién, que esta controlada en gran medida por el flujo rapido de entrada de
iones de sodio a través de canales de sodio (Ina). En el caso de la repolarizacién intervienen
diversas familias de canales iénicos, bombas e intercambiadores, algunos de los cuales tienen
un papel redundante [86]. Esta redundancia, acunada como reserva de la repolarizacion [66],
garantiza que, aunque algunos de los mecanismos fallen, sea todavia posible mantener en
gran medida la forma normal de retorno de la célula a su estado de reposo. Cuatro de las
corrientes iénicas con un papel crucial en la fase de repolarizacion son la corriente transitoria
de salida de potasio (I,), la corriente rectificadora tardia de potasio de activacién rapida
(Ik,), la corriente rectificadora tardia de potasio de activacién lenta (Iks) y la corriente de

entrada de calcio de tipo L (/car).
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Figura 3: Fases del potencial de accién de una célula ventricular.

1.3.  Propagacion eléctrica en el tejido cardiaco y a lo largo del corazon

El corazén es un érgano muscular compuesto mayoritariamente por tejido muscular es-
pecializado denominado miocardio, el cual varia en grosor, siendo, por ejemplo, mas grueso
en el ventriculo izquierdo debido a que se encarga de bombear la sangre al resto del cuer-
po y mas fino en el ventriculo derecho al tener que bombear la sangre solamente a los
pulmones. La capa mas interna del miocardio se conoce como epicardio, la mas interna
como endocardio y la parte central como miocardio medio. La mayor parte del miocardio
se encuentra ocupado por los cardiomiocitos, que son células cardiacas con capacidad para
transmitir el impulso eléctrico a través de las llamadas uniones gap existentes entre células
contiguas. Los cardiomiocitos presentes en algunas regiones del corazén tienen capacidad
para generar de forma espontanea los impulsos eléctricos. Ademas de los cardiomiocitos,
cuyo comportamiento se ha descrito en el apartado existen también otros tipos celu-
lares como los fibroblastos o las células endoteliales. La arquitectura del miocardio es muy
heterogénea y se encuentra formada por laminas de tejido interconectadas entre si. En cada
una de estas laminas, las células estan organizadas longitudinalmente formando fibras, tal
como se muestra en la Figura[d] Estas fibras presentan rotaciones en su orientacién. En el
ventriculo izquierdo, se ha demostrado que estas rotaciones tienen un patrén que es funcién
de la distancia transmural de endocardio a epicardio y de la altura en el eje dpex-base. La
mencionada rotacién de las fibras permite al corazén girar cuando se contrae, lo que da
lugar a un bombeo maés eficiente.

La propagacion del impulso eléctrico a lo largo de todo el corazén proporciona el estimulo
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a las células para que se contraigan, lo que hace que el corazon lata. La actividad eléctrica
se inicia cuando el nodo sinoauricular, que es un grupo de células situadas en la parte
superior de la auricular derecha y actiia como marcapasos natural del corazén, genera un
AP. Este AP se propaga desde el nodo sinoauricular hasta las auriculas, activando primero
la auricula derecha y posteriormente la izquierda. Posteriormente el impulso se transmite
hasta el nodo auriculoventricular, donde sufre un retardo para permitir que la sangre pase
de las auriculas a los ventriculos. A continuacion, el impulso llega al haz de His, que se divide
en sus ramas izquierda y derecha y estas, a su vez, se ramifican en las fibras de Purkinje,
que estan conectadas con los ventriculos y permiten que el impulso eléctrico se distribuya
rapidamente a ellos. Tras su despolarizacién eléctrica, los ventriculos se contraen y bombean
la sangre a los pulmones y al resto del cuerpo. La Figura[f| muestra los APs correspondientes
a diferentes regiones cardiacas, donde pueden observarse los retardos existentes en funcién
del momento en que el impulso llega a cada una de ellas. A partir de la figura puede
comprobarse que no solo el tiempo de inicio, sino también la forma del AP y su duracién,
denotada por APD (por las siglas en inglés de Action Potential Duration), cambia de una
region del corazon a otra.

Ademas de mediante el andlisis del potencial transmembrana y marcadores derivados del
AP como su forma, duracién y tiempo de activacion, también puede evaluarse la actividad
eléctrica del corazdén a partir del registro de electrogramas (EGMs) y electrocardiogramas
(ECGs). Un EGM intracardiaco es una senal obtenida colocando electrodos directamente
sobre la superficie del corazén para medir la actividad eléctrica en la region donde se colocan

los electrodos. Los EGMs son registros invasivos que cuantifican la diferencia entre las
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Figura 5: APs correspondientes a células de distintas regiones cardfacas, con retardos entre ellos en funcién
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senales eléctricas captadas por dos electrodos, ya sean dos electros intracardiacos colocados
en una regién cardiaca o bien un electrodo intracardiaco colocado en la region de interés
y otro posicionado remotamente. Por otra parte, un ECG es una senal obtenida colocando
electrodos en localizaciones especificas de la superficie corporal para medir la actividad
eléctrica generada por el corazén. Para registrar un ECG estandar de doce derivaciones
se colocan electrodos en los brazos, las piernas y el pecho y se cuantifican diferencias de
potencial entre dos electrodos, ya sean dos electrodos fisicos colocados sobre el cuerpo o
bien un electrodo colocado sobre el cuerpo y otro electrodo virtual representativo de una
combinacién de medidas obtenidas a partir de otros electrodos fisicos. EI ECG contiene
una serie de ondas e intervalos caracteristicos, tal como se muestra en la Figura [5| La
onda T representa la repolarizacion de los ventriculos. El intervalo QT, comprendido entre
el inicio del complejo QRS y el final de la onda T, mide el tiempo correspondiente a la

despolarizacién y la repolarizacion de los ventriculos.

1.4. Modulacion de la actividad eléctrica cardiaca por el Sistema Nervioso Auténomo

El Sistema Nervioso Auténomo (SNA) regula la actividad del corazén al igual que la
de otros érganos internos. El corazén se encuentra inervado por las dos ramas del SNA,
simpética y parasimpdtica, que en cierta medida puede considerarse que actian de forma
antagonica. La activacion del sistema simpatico lleva a incrementos en el ritmo cardiaco,
en la velocidad de conduccion del impulso eléctrico, en la contractilidad y en la relajacion

de los cardiomiocitos, mientras que la activacién del sistema parasimpatico tiene efectos
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opuestos. La accion del SNA sobre la funcion cardiaca ocurre a través de la liberacién de
neurotransmisores. Los nervios simpaticos liberan norepinefrina, que se une a los receptores
adrenérgicos de las células cardiacas y activa cascadas de senalizacién que modulan la
respuesta celular. Por su parte, los nervios parasimpaticos liberan acetilcolina, la cual se
une a los receptores muscarinicos para regular la actividad del corazon.

La activacién de los receptores adrenérgicos inducida por un aumento en la actividad
del sistema nervioso simpatico favorece el aumento de adenosin monofosfato ciclico y, por
consiguiente, la activacién de la proteina quinasa A (PKA, por sus siglas en inglés). Esta
activacion de la proteina PKA lleva a la fosforilacién de multiples sustratos celulares im-
plicados en la excitaciéon y contraccion de los cardiomiocitos. Algunos de estos sustratos
incluyen las corrientes Icar, Iks, Ina, la corriente asociada a la bomba sodio-potasio In.k,
los receptores de rianodina, fosfolamban y troponina I. Ademas, la activacién de PKA in-
crementa la amplitud y tasa de caida de la concentracion intracelular de calcio. Los efectos
de la fosforilacion de estos sustratos tienen profundas implicaciones a nivel celular y tisu-
lar, alterando la forma y duracion del AP de forma heterogénea a lo largo del corazén.
También la relacién entre las propiedades del AP y el ritmo cardiaco se ven afectados por
los cambios en la actividad del sistema nervioso simpatico. Diversos estudios han demos-
trado que la estimulacién [-adrenérgica de los cardiomiocitos ventriculares asociada a la
activacion simpatica puede contribuir al desarrollo de arritmias que podrian eventualmente

desembocar en muerte stibita cardiaca [60}68,69,[80].

2. Modelizaciéon matematica de la actividad eléctrica cardiaca

2.1.  Modelizacion matemdtica como complemento a la investigacion experimental y clinica

Tal como se ha descrito anteriormente, la actividad eléctrica del corazén es altamente
compleja, siendo el resultado de un gran nimero de procesos biofisicos y bioquimicos que
ocurren a muy distintas escalas, desde el nivel submicrométrico al macroscopico. Como en
muchos otros campos de la ciencia, la investigacién de este tipo de fenémenos tinicamen-
te mediante experimentacién en el laboratorio puede resultar dificil. Ello explica que, en
las ultimas décadas, la investigacion in silico, es decir, mediante modelizacion matematica
y simulacion numérica, se haya convertido en una herramienta con gran capacidad para
complementar los estudios in vivo, ex vivo e in vitro. Ademas, los recientes avances en las

prestaciones computacionales permiten llevar a cabo estudios in silico que antes resultaban
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inabordables. El primer modelo matemético de un AP fue formulado por Alan L. Hodgkin
y Andrew F. Huxley en 1952 para el axén gigante de calamar, lo que les valié el Premio
Nobel en Fisiologia o Medicina [32]. Este modelo describia la apertura y cierre de los cana-
les i6nicos presentes en la neurona a través de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs)
no lineales. Dedujeron los valores de los parametros de dichas ecuaciones a partir del ajuste
de medidas experimentales de corrientes idnicas obtenidas mediante la técnica de voltage-
clamp. Unos anos mas tarde, Denis Noble adapté las ecuaciones del modelo de Hodgkin y
Huxley y propuso el primer modelo matemético de una célula cardiaca [46]. El modelo de
Noble ha sido la base para el posterior desarrollo de miltiples modelos matematicos de célu-
las cardiacas para distintas regiones del corazon, distintas especies y distintas condiciones
de enfermedad o de accién de terapias. En la actualidad existen modelos computacionales

para describir la actividad eléctrica cardiaca de células, tejidos, 6rgano y organismo.

2.2.  Modelos matemdticos de la electrofisiologia de una célula cardiaca

En el modelo de Hodgkin y Huxley, asi como en muchos otros modelos mateméticos
posteriores de APs cardiacos, la célula se describe como un circuito eléctrico que contiene
resistencias (canales i6nicos), un condensador (membrana celular) y fuentes de voltaje.
La actividad eléctrica del axén gigante de calamar se describia en el modelo original de
Hodgkin y Huxley utilizando cuatro corrientes, tal como se representa en la Figura [0 Estas
cuatro corrientes son: la corriente capacitiva (I¢), la corriente de sodio (Ina), la corriente
de potasio (Ik) y la corriente de fuga ([j..x) generada por el resto de iones.

El movimiento de iones a través de la membrana celular esta determinado por fuerzas
eléctricas y de difusion. Para cada tipo de ion se cumple que, cuando estas dos fuerzas son
iguales en magnitud pero opuestas en signo, el ion se encuentra en equilibrio. El potencial
de equilibrio de un ion se denomina potencial de Nernst y se define como [45]:

o (i) 2

donde V, es el potencial de Nernst para el ion x, R es la constante de gas, T es la temperatura

absoluta, z, es la valencia del ion z, F' es la constante de Faraday, [z]; es la concentracion
intracelular del ion & y [x]. es la concentracién extracelular del ion x. La fuerza de difusion se
modeliza como una fuente de voltaje (bateria) en la que se utiliza el potencial V, calculado

de acuerdo con la ecuacion (|1)). Por otra parte, utilizando la ley de Ohm se obtiene la
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Figura 6: Panel izquierdo: esquema del diagrama del modelo de Hodgkin y Huxley en el que se muestran
los tres distintos tipos de canales idnicos considerados. Panel derecho: esquema del circuito equivalente del
modelo de Hodgkin y Huxley con las corrientes de sodio, potasio y de fuga. Figura adaptada a partir de la
mostrada en .

conductancia por unidad de area, g,, para el ion x como:

I,
Gz = VoV (2)
donde I, es la corriente a través de los canales idnicos de tipo x, V es el potencial trans-
membrana y V, es el potencial de Nernst para el ion x. Considerando que los canales son
selectivos para un tipo particular de ion y que estos lo atraviesan solo cuando se encuentra

abierto, la conductancia g, se calcula como:

r — G:t,méx Pz.0 (3)

donde G msx es la maxima corriente cuando todos los canales estan abiertos y p,, es la
proporcién de canales de tipo x que estan abiertos.

Cuando Hodgkin y Huxley desarrollaron inicialmente su modelo, no tenian el conoci-
miento del que se dispone hoy en dia acerca de la estructura y comportamiento de los
canales i6nicos y postularon que estos comprendian una serie de compuertas hipotéticas.
Cada compuerta podia estar en estado abierto o cerrado y experimentaba transiciones entre
estos estados a lo largo del tiempo, siendo las tasas de transicién dependientes del potencial
transmembrana. Consideraban que un canal estaba abierto cuando todas sus compuertas
estaban abiertas. En su modelo, Hodgkin y Huxley definieron los canales de sodio a través de
tres compuertas de activacién idénticas denotadas con la letra m y una compuerta de inac-

tivacién denotada con la letra h. Para los canales de potasio formularon cuatro compuertas

18



de activacién denotadas con la letra n. En el caso de la corriente de fuga, consideraron que
su conductancia no variaba con el potencial transmembrana. Las compuertas de activacion
se abren cuando el potencial transmembrana aumenta y permanecen cerradas mientras
este se encuentra en su valor de reposo. Las compuertas de inactivacién, por su parte, per-
manecen abiertas en el reposo y se cierran cuando aumenta el potencial transmembrana.
Asumiendo que las compuertas se abren y cierran independientemente unas de otras, la
proporciéon de canales abiertos resulta igual al producto de las proporciones de compuertas
abiertas para los distintos tipos de compuertas que conforman el canal. En particular, para

los canales de sodio y potasio se tiene:

PNa,o = m3 h (4)

PKo = nt. (5)

De esta forma, las corrientes de sodio y potasio en el modelo de Hodgkin-Huxley se

calculan mediante:

INa = 0ONa (V - VNa) = GNa,méx m3 h (V - VNa) (6)
Ik = gk (V = Vk) = Grmax n* (V= Vi) (7)

donde GNamax Y Gk mae Tepresentan las conductancias maximas de sodio y potasio, respec-
tivamente, cuando todos los canales de cada uno de estos tipos se encuentran abiertos y m,
h y n representan las compuertas que se utilizan para calcular la probabilidad de apertura
de los canales de sodio y potasio.

Teniendo en cuenta las ecuaciones hasta ahora descritas y denotando por u al vector
que contiene todas las variables definidas a través de ecuaciones diferenciales ordinarias
(ODEs), esto es, las variables de compuerta m, h y n, puede calcularse la corriente total
a través de la membrana, denotada por i (u, V). En concreto, I (u, V') se calcula como
suma de las corrientes i6nicas, que denotaremos globalmente como I, (u, V'), y la corriente
capacitiva:

av

]tot(u7 V) = Cm % + IK(u, V) + INa(u, V) + Ileak(u, V) (8)

En las expresiones anteriores, la proporcion de compuertas abiertas de un tipo en particu-
lar ¢, donde y puede ser m, h o n en el modelo de Hodgkin y Huxley, se calcula a partir de

una EDO de la forma: p
Y
— =a(l- b 9
w=a(l—y)+by (9)
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donde a es la tasa de transicién del estado cerrado al abierto y b es la tasa de transicién del
estado abierto al cerrado. Estas tasas de transicion, que dependen del potencial transmem-
brana, se determinan a partir del ajuste de medidas experimentales de corrientes i6nicas
en respuesta a cambios de tipo escalén en el potencial. Por otra parte, C,, representa la
capacidad de la membrana.

El modelo de Hodgkin y Huxley sigue siendo hoy en dia la base de muchos modelos
de AP cardiacos y neuronales. Aunque la estructura basica de estos modelos es la misma,
las corrientes ionicas varian entre modelos e incluyen un conjunto u otro de canales i6ni-
cos, bombas e intercambiadores en funcién de las caracteristicas de la célula que se quiere
modelizar y de los datos disponibles para la representacion de las corrientes correspondien-
tes. En el caso de células que requieren un estimulo externo para despolarizar el potencial
transmembrana, es decir, células que no poseen la propiedad de automaticidad, la corriente
total I incluye un término adicional que representa la corriente de estimulacién aplicada
a la célula.

A pesar de los avances que los modelos matematicos de tipo Hodgkin-Huxley han permi-
tido alcanzar en el campo de la electrofisiologia, en algunas situaciones particulares resultan
insuficientes para incorporar, por ejemplo, defectos en la estructura del canal que son es-
pecificos de su estado. Es por ello que se ha propuesto en la literatura otro tipo de modelos
para describir la dindmica de los canales iénicos denominado formulacién de Markov [14].
Aunque la terminologia de modelos de Markov suele utilizarse en la comunidad matematica
para referirse a modelos estocasticos, el formalismo de Markov aplicado a la descripcion de
canales i6nicos que ha venido utilizandose habitualmente en la literatura no es estocastico.
Este formalismo elimina la asuncién del modelo de Hodgkin y Huxley de que el canal se
describe mediante compuertas independientes que se abren y cierran y, en su lugar, consi-
dera que el canal puede estar en M posibles estados diferentes que se asocian con distintas
conformaciones de la proteina (canal iénico). Estas formulaciones de Markov se representan
habitualmente a través de un diagrama, que en el caso mas sencillo de un canal que puede
estar en el estado abierto o en el estado cerrado serfa el que se muestra en la Figura [7]

En el diagrama para este caso sencillo a v b denotan las tasas de transiciéon del estado
cerrado al estado abierto y del estado abierto al estado cerrado, respectivamente. En general,
cada variable de estado z;, i = 1,..., M, denota la proporcién de canales en el estado ¢,

la cual va variando a lo largo del tiempo. Se considera que la posibilidad de que el canal
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c = O
b

Figura 7: Diagrama de un canal iénico con solo dos estados: cerrado (C) y abierto (O) y tasas de transicién

ayb.

experimente una transicion del estado i al estado j depende solo del estado actual del

canal, es decir, posee la propiedad de Markov. Para un canal con M estados, la proporcién

de canales en el estado i, x; para ¢ = 1,..., M, puede describirse mediante la siguiente
ecuacion deterministas:
dz; M
dtl == Z kjixj - I{TUZL’Z (10)
j=1

donde k;; es la tasa de transicién del estado 7 al estado j, que es dependiente del potencial
transmembrana. En este caso, la probabilidad de apertura del canal se calcula como la suma
de las proporciones de canales en cada uno de los estados abiertos del modelo calculadas de
acuerdo con la ecuacion . Utilizando esta probabilidad de apertura asi calculada puede
obtenerse la conductancia del canal de modo analogo a como se obtenia en la formulacién
de Hodgkin-Huxley. En la electrofisiologia cardiaca se ha utilizado el formalismo de Markov
para estudiar el efecto de inhibiciones farmacolégicas de corrientes idnicas y para investigar

los mecanismos subyacentes a enfermedades asociadas a defectos genéticos [14,(15,/67].

2.3.  Modelos matemdticos de propagacion eléctrica en el corazon

Para modelizar matematicamente la electrofisiologia cardiaca a nivel de tejido es habi-
tual utilizar las ecuaciones bidominio, definidas como un sistema acoplado de ecuaciones
que describe el potencial eléctrico en los dominios intracelular y extracelular a lo largo del
tejido cardiaco [54]. Este tejido se representa mediante dos dominios continuos, el dominio
intracelular y el dominio extracelular, los cuales coexisten en el espacio aunque separados
por la membrana celular, a diferencia de lo que ocurre en un tejido cardiaco real donde
cada uno de los dominios ocupa fisicamente una fraccion del volumen total. En el modelo
bidominio, los dos dominios actian como volimenes conductores con distinto tensor de
conductividad y potencial eléctrico y hay un flujo de corriente idnica entre uno y otro do-
minio a través de la membrana celular. La Figura [§ muestra una representacién del modelo

bidominio de un tejido cardiaco bidimensional.
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Figura 8: Representacién bidominio de un tejido cardiaco bidimensional en el que se muestra el dominio
intracelular en el plano inferior y el dominio extracelular en el plano superior. Cada punto en el dominio
intracelular tiene asociado un potencial eléctrico ¢; y un punto correspondiente en el dominio extracelular
con potencial eléctrico ¢.. Cada cilindro representa una seccién de la membrana, cuyo comportamiento se

define a través de un modelo matematico que relaciona el potencial con la corriente. Tomada de \\

El sistema definido por las ecuaciones bidominio comprende dos ecuaciones en derivadas
parciales (EDPs) acopladas en cada punto del espacio con un sistema de EDOs . Las
EDPs modelan el campo eléctrico en el espacio intracelular y en el espacio extracelular
como un sistema de reaccion-difusiéon. El sistema de EDOs representa las concentraciones
de iones y la proporcién de canales en los posibles distintos estados para cada familia de
canales a nivel celular.

Si €2 denota la region ocupada por el tejido cardiaco, la forma parabdlica-parabdlica de

las ecuaciones bidominio viene dada por:

V- (D;Vé;) = x (Cm%—‘; + Tion(u, V)) — 1, (11)
ov (vol)
V- (Dev¢e) =X Cma + Iion(ua V) - Ie ) (12)
ou
E - f(“? V)? (13)

donde D; es el tensor de conductividad intracelular, D, es el tensor de conductividad
extracelular, ¢; es el potencial eléctrico intracelular, ¢, es el potencial eléctrico extracelular,
x es la relacién de area de membrana celular por unidad de volumen y C,, es la capacidad
de la membrana por unidad de drea. El vector u contiene variables definidas a nivel celular,
como las concentraciones de iones y las variables de compuerta o proporcién de canales

en distintos estados. [j,, representa la corriente iénica por unidad de area y se determina,
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junto con f, segin el modelo matematico utilizado para representar la electrofisiologia
I(vol) y [e(vol)

celular en cada punto del espacio. Los términos I, son los estimulos intracelular
y extracelular por volumen unitario. Las ecuaciones (1)) y (12) representan la conservacién
local de la corriente en los espacios intracelular y extracelular, respectivamente.

La forma parabdlica-eliptica de las ecuaciones bidominio se obtiene considerando la

ecuacion junto con la suma de las ecuaciones y [54]:

B1% vo
Y (Cma + Lion(u, v>> — V- (DV(V +¢.)) = IV, (14)
V- ((D; +D.)V¢. +D;VV) = -1, (15)
ou
—— =f 1
o = fwV), (16)

donde IéVOl) _ Ii(vol) + Ie(VOl).
Las condiciones de contorno para las ecuaciones y especifican la corriente

aplicada a lo largo de la frontera:

n- (D,V(V+¢.)) =I5, (17)
n-(D.Ve,) =I5, (18)

donde n es el vector normal unitario al tejido orientado hacia fuera e I™™ e I&™ son las
corrientes intracelular y extracelular por area unitaria aplicadas a lo largo de la frontera.

El sistema de ecuaciones a queda completamente definido especificando las
condiciones iniciales para el potencial transmembrana V' y para las variables contenidas en
el vector u en todos los puntos del dominio 2.

En el caso en que se considere proporcionalidad entre los tensores de conductividad
intracelular y extracelular, esto es, D; = AD,, donde X\ es un escalar, pueden simplificarse
las expresiones anteriores para dar lugar a las ecuaciones monodominio. En este caso, se
resuelve una EDP parabdlica cuya tinica incégnita es el potencial transmembrana y poste-
riormente se resuelve la segunda ecuacién del modelo para calcular el potencial extracelular.

La EDP parabdlica dependiente del potencial transmembrana es:

X (cm%—‘t/ + Tion(u, V)) — V- (DVV) =1t (19)
ou
E - f(ua V)v (20)
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donde D es el tensor de conductividad e 1t es la corriente de estimulacién. Esta ecuacién
modela un fenémeno de reaccién-difusién, donde el término que contiene la corriente iénica
lion definida a partir del modelo celular representa la reaccién y el término que contiene
las derivadas espaciales del potencial transmembrana describe la propagacion del AP y
representa la difusiéon. En la mayoria de situaciones en las que se simula la transmisién
del impulso eléctrico en el corazén el modelo monodominio es capaz de reproducir los
fenémenos que se han observado experimentalmente y es, por tanto, el modelo elegido
habitualmente. Sin embargo, en situaciones particulares, como cuando quiere simularse la
desfibrilacion a través de la inyeccion de corriente en el espacio extracelular, la distinta
anisotropia de los dominios intracelular y extracelular da lugar a patrones eléctricos que
solo pueden reproducirse mediante el modelo bidominio [85].

A la hora de definir el tensor de conductividad D en la ecuacién anterior debe tenerse en
cuenta que el musculo cardiaco es inherentemente anisotropico debido a multiples factores,
como la forma elongada de los cardiomiocitos, su organizacion en el tejido definida a partir
de la orientacion de las fibras cardiacas y la distribucion espacial de las uniones gap en las
membranas celulares, que se concentran en mayor medida en los extremos terminales de
los cardiomiocitos que en los laterales. Todo ello hace que la corriente fluya entre tres y
cuatro veces mas rapidamente en la direcciéon del eje longitudinal de los cardiomiocitos.

Ademas, es importante considerar que el corazon presenta un alto nivel de heterogenei-
dad en el comportamiento eléctrico de sus distintas regiones, por lo que, dependiendo del
tejido que se esté modelizando, puede ser necesario asignar distintos modelos celulares a lo
largo del tejido para representar dicha heterogeneidad.

Para resolver las ecuaciones de propagacién de la actividad eléctrica en el corazén se
consideran representaciones discretas en espacio y tiempo de las ecuaciones bidominio y
monodominio continuas utilizando distintos tipos de mallas para representar la geometria
del tejido cardiaco. En lo que se refiere a las técnicas numeéricas de discretizacién espacial,
las mas comunmente utilizadas para resolver las EDPs de los modelos de propagacién, como
son el método de diferencias finitas, el método de voltimenes finitos o el método de elementos
finitos, transforman las ecuaciones de los modelos bidominio y monodominio en sistemas
lineales de ecuaciones [16]. En cuanto a las técnicas numéricas de discretizacion temporal,
se utilizan métodos explicitos, implicitos y semi-implicitos para resolver las ecuaciones

que describen la dependencia temporal de la propagacion del AP. La eleccion del método
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numérico dependera de criterios de estabilidad, coste computacional y precision, que varian
en funcién de las caracteristicas del problema que se quiere resolver [87]. Es asimismo
importante elegir adecuadamente la resolucion espacial y temporal que garanticen que la
solucién proporcionada no introduce diferencias ni cuantitativas ni cualitativas con respecto
a la que se obtendria utilizando resoluciones més finas.

Una vez calculados el potencial transmembrana y el potencial extracelular en el corazén,
puede resultar de interés calcular el potencial extracelular en el torso. Para ello serd nece-
sario definir un modelo de torso y, a partir de €él, calcular el potencial extracelular a través

de distintos métodos en funcién de los requisitos de precisién y coste computacional [56].

2.4. Modelos matemdticos de modulacion de la actividad eléctrica cardiaca por el Sistema

Nervioso Autdénomo

Los modelos matematicos resultan particularmente ttiles para ayudar a comprender los
mecanismos a través de los cuales el SNA regula la actividad eléctrica cardiaca en corazones
sanos y en corazones enfermos. Esto es asi debido a la alta complejidad de los procesos
bioquimicos y biofisicos que se desencadenan cuando los neurotransmisores liberados por los
nervios de los sistemas nerviosos simpatico y parasimpatico se unen a los correspondientes
receptores en las membranas de las células cardiacas. En la literatura se han propuesto
modelos que utilizan EDOs para calcular la cantidad de neurotransmisores liberados en
funcién de la actividad de descarga neuronal simpética y parasimpatica [90]. Asimismo se
han propuesto modelos basados en EDOs y ecuaciones algebraicas para describir la difusién
de los transmisores, su unién a los receptores de membrana y el efecto que producen en las
proteinas intracelulares [25]44] 76| 8§].

De entre los modelos matematicos que describen los efectos inducidos en las células
cardiacas por la liberacién de norepinefrina, liberada por los nervios simpaticos, cabe des-
tacar un primer modelo que integr6 la via de senalizacion cAMP/PKA en un modelo de
miocito ventricular [73]. Los mismos autores propusieron posteriormente un modelo ma-
tematico que inclufa las vias de senalizacion PKA y calmodulina quinasa II (CaMKII) [76],
cuyas ecuaciones fueron actualizadas en anos posteriores de acuerdo con nuevas evidencias
experimentales acerca de las dindmicas de fosforilacién y defosforilacion de algunas pro-
teinas tales como los canales iénicos asociados a la corriente Iks asi como para incluir des-

cripciones detalladas de la fosforilacién de otras proteinas [88]. En un trabajo més reciente,
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se ha propuesto un modelo matemaéatico de estimulacién adrenérgica de células ventriculares
humanas que permite discernir los efectos sobre la actividad celular debidos a la modulacién
de proteinas contréctiles y a la modulacién de flujos y corrientes iénicas [44]. Utilizando
modelos matematicos que incluyen descripciones de dominios de senalizacién localizados,
se han propuesto otros modelos en la literatura que integran diversas vias de senalizacién
y representan los efectos de la estimulacion adrenérgica sobre poblaciones separadas de
proteinas fosforiladas y no fosforiladas [|25].

En cuanto a los modelos matematicos que describen los efectos en las células cardiacas
derivados de la liberacién de acetilcolina por los nervios parasimpaticos, existen diversos
modelos, si bien los mas utilizados son los que modelizan el efecto de la estimulacién co-
linérgica a través de la formulacion de una corriente rectificadora de potasio cuya activaciéon

depende de la concentracién de acetilcolina [12,[78].

3. Modelizacion matematica de la variabilidad temporal y espacial en la acti-

vidad eléctrica cardiaca

3.1.  Variabilidad espacio-temporal en la electrofisiologia cardiaca

La actividad eléctrica del corazén presenta altos niveles de heterogeneidad. Diferentes
individuos muestran reacciones distintas ante unas mismas condiciones, dando asi cuenta
de la elevada variabilidad inter-individual. Incluso células de un mismo individuo pueden
presentar respuestas muy diferentes bajo las mismas circunstancias, lo que indica que los
niveles de variabilidad intra-individual son también elevados. Ademas, hay muchos procesos
involucrados en la electrofisiologia cardiaca, tales como la apertura y cierre de los cana-
les i6nicos en la membrana celular, que son intrinsecamente estocéasticos. La aleatoriedad
asociada a estos factores extrinsecos e intrinsecos contribuye a la variabilidad temporal y
espacial de la dindmica eléctrica cardiaca [5§].

Una forma de variabilidad temporal es la que puede observarse en estudios clinicos y
experimentales que cuantifican variaciones en la duracion de los APs de latidos cardiacos
consecutivos durante un periodo corto de registro, tanto cuando dicha actividad se evalia
a nivel del organismo completo como cuando se evaltia a escalas inferiores, por ejemplo en
una porcién de tejido o en una célula cardiaca [1,31]. El grado de variabilidad temporal
asi cuantificado ha demostrado estar asociado con el riesgo de un individuo de desarrollar

arritmias [48,/49] y también ser predictor del potencial cardiotéxico de compuestos farma-
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colégicos a nivel celular, tisular y de érgano [1,[82,/83]. Algunos estudios han postulado
que esta forma de variabilidad temporal podria ser la manifestacion del comportamiento
estocastico del movimiento de apertura y cierre de los canales i6nicos [38,/57,/89]. Esto resul-
ta dificil de demostrar experimentalmente dada la naturaleza multi-escala de la actividad
eléctrica cardiaca. Utilizando modelos matematicos de electrofisiologia que incorporen la
dindmica estocastica de los canales iénicos podria arrojarse luz sobre los mecanismos de
la variabilidad temporal en la duracién de latidos cardiacos consecutivos y determinar las
razones por las que se relaciona con la generacién de arritmias [68].

Por otra parte, se ha sugerido que la variabilidad espacial representada mediante dife-
rencias de unas células con otras puede, al menos parcialmente, estar mediada por el hecho
de que cada célula presenta distintas contribuciones de las familias de canales idénicos pre-
sentes en la membrana [3940,57,77]. En este sentido, se ha establecido que las variaciones
en el nimero de canales i6nicos de cada tipo tienen un efecto muy relevante sobre la electro-
fisiologia celular cardiaca, mientras que las variaciones en otras caracteristicas relacionadas
con la activacion o inactivacién de los canales requieren mayor investigaciéon para poder

determinar su aportacion a las diferencias inter-celulares.

3.2. Modelizacion matemadatica de la variabilidad temporal: perspectiva general

El comportamiento estocastico de los canales i6nicos suele ignorarse en los modelos ma-
tematicos de electrofisiologia cardiaca, lo que explica que casi todos los modelos propuestos
en la literatura sean modelos deterministas. Cuando el niimero de canales es suficientemen-
te alto, estos modelos pueden resultar una buena aproximacion a la dinamica del sistema,
ya que la adicion o sustraccién de un canal tiene un efecto muy pequeno en dicha dinamica.
Sin embargo, cuando el nimero de canales no es tan elevado, la naturaleza estocastica dis-
creta del sistema tiene un efecto relevante sobre su dindmica y los modelos deterministas
no resultan apropiados para reflejarlo.

Es habitual considerar que un canal iénico experimenta transiciones entre un conjunto
discreto de estados con tasas de transicion que dependen del potencial transmembrana.
Se asume que la probabilidad de que el canal esté en un estado en particular en el futuro
depende unicamente del estado actual del canal [30]. Para N canales, la evolucién del
namero de canales en cada estado puede modelarse como una cadena de Markov de estados

discretos y tiempo continuo [24]. El cambio en la probabilidad de este proceso se describe
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por una EDP denominada ecuacién maestra o ecuacion forward Kolmogorov. En los modelos
matematicos de electrofisiologia celular basados en la formulacién de Hodgkin-Huxley se ha
probado que, en el limite cuando N — oo, la ecuacion maestra converge a las ecuaciones
deterministas convencionales [3]. La ecuacién maestra puede resolverse directamente [21},33]
o bien pueden simularse realizaciones individuales del proceso utilizando el algoritmo de
Gillespie, también llamado algoritmo de simulacién estocastica [13]. Aunque este método
suele considerarse como la referencia o gold standard, su coste computacional resulta muy
elevado cuando el nimero N de canales estd por encima de unos pocos cientos. Ademaés,
como el sistema es aleatorio, se requiere un nimero alto de simulaciones para poder inferir el
comportamiento general del sistema, lo que hace que este método resulte inabordable desde
el punto de vista de coste computacional, particularmente si desean evaluarse multiples
escalas hasta llegar, por ejemplo, al nivel del tejido o el érgano completo |18§].

Las limitaciones senaladas han hecho que cada vez més se utilicen ecuaciones dife-
renciales estocédsticas (EDEs) para describir el comportamiento de los canales idénicos en
investigaciones encaminadas a estudiar el efecto de la estocasticidad en su comportamiento.
Algunos primeros estudios propusieron convertir las ODEs que definen las variables de com-
puerta del modelo de Hodgkin-Huxley en EDEs, para lo cual incorporaron un término de
ruido a dichas ecuaciones. Aunque los tiempos de simulacién se redujeron considerablemen-
te utilizando este método, otros estudios han demostrado que existen discrepancias entre
los resultados obtenidos mediante estas EDEs y los obtenidos con el modelo de cadenas de
Markov de estados discretos |11}/74]. Posteriormente se ha probado que las discrepancias
senaladas se deben a la forma de formular las EDEs y que si estas se formulan en térmi-
nos del comportamiento dinamico del canal en lugar de las variables de compuerta, los
resultados son similares a los del modelo de cadenas de Markov de estados discretos [22].

Existe un aspecto adicional que debe tenerse en cuenta a la hora de modelar el com-
portamiento estocastico de los canales i6nicos. Aunque el método que formula EDEs para
describir la evolucién de la proporcion de canales en cada uno de los posibles estados resulta
preciso, no garantiza que la solucién sea no negativa. Mas ain, como el término de ruido
que se anade al formular las EDEs contiene la raiz de una funcién de una variable de esta-
do, podria llegar a ocurrir que la solucién fuera imaginaria |17]. Aunque podrian aplicarse
métodos basados en remuestrear continuamente el incremento de Wiener de la EDE o en

reemplazar la variable del término de ruido de la EDE por su valor de equilibrio, estas
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modificaciones podrian sesgar los resultados y en el segundo caso podrian incluso seguir
ocasionando que la proporcion de canales en un cierto estado resultase negativa. Se han
propuesto también soluciones hibridas que cambian de la formulacién con EDEs a la del
modelo de cadenas de Markov de estados discretos cuando la probabilidad de obtener solu-
ciones negativas es alta. Esta solucién aumenta la posibilidad de tener resultados realistas
desde el punto de vista bioldgico a la vez que reduce el coste computacional, si bien requiere
todavia de mejoras en la estimaciéon del tiempo en el que debe cambiarse de un tipo de
modelo a otro asi como en el incremento de eficiencia computacional [17]. En estudios més
recientes se ha propuesto el uso de EDEs reflejadas como método para incorporar limites en
los resultados de las EDEs y se ha probado que las soluciones proporcionadas son realistas

y consistentes con las del modelo de cadenas de Markov de estados discretos [18].

3.3.  Modelizacion matemdatica de la variabilidad temporal: canales ionicos con solo dos

estados

El modelo mas sencillo de un canal iénico es aquel en el que el canal puede estar,
en cada tiempo t, en uno de dos posibles estados, abierto O o cerrado C, tal como se
muestra en el diagrama de la Figura [7] descrito en la seccién 2.2 Utilizaremos las letras
mayusculas para denotar variables aleatorias y letras minusculas para denotar realizaciones
de dichas variables. Para un conjunto de N canales del tipo mas sencillo, denotaremos por
X (t) = (X4 (t),X5(t))T al vector que contiene el ntiimero de canales en los estados abierto
y cerrado en el tiempo ¢, respectivamente. Si el sistema se encuentra en el estado x(t)
en el tiempo ¢, las probabilidades de experimentar una transiciéon del estado cerrado al
abierto y del estado abierto al cerrado en un pequeno intervalo de tiempo (¢,¢ + A;) son
ars Ay vy bril\;, respectivamente. Las tasas de transicion a y b son funcion del potencial
transmembrana V', el cual puede considerarse que permanece constante durante el tiempo
Ay si este paso de tiempo es pequeno. El ntimero total de canales IV se considera constante
y, por tanto, Xy(t) = N — X;(t). En consecuencia, solo es necesario considerar el nimero
de canales en el estado abierto, que para simplificar denotaremos en lo que sigue por X (¢).

Dado un estado inicial z4(t), la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado

x en el tiempo ¢, donde x toma valores enteros, se denota por P(x,t) y su evolucién en el
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tiempo se describe a través de la ecuacién maestra o ecuacién forward Kolmogorov:

P
OP. ) _ IN — (5= 1)] Pz — 1,1)
ot
+b(x+1)P(x+ 1,t) — [bx + a(N — z)] P(x,t), (21)
para 0 < z < N, x € N. Como N es constante, debe ademdas cumplirse la siguiente
condicién: N
P(x,t
- 9P(,t) _ (22)
—~ ot

Teniendo en cuenta, ademas, que X (¢) no puede ser menor que 0 ni mayor que N, la proba-

bilidad P(z,t) debe cumplir las siguientes condiciones en las fronteras del intervalo [0, N]:

% = bP(1,t) — aNP(0,1), (23)
w = aP(N —1,t) — bNP(N,1). (24)

Simular la dinamica de esta cadena de Markov de estados discretos no resulta factible
cuando el nimero N de canales es algo elevado, particularmente si se desea incorporar
estos métodos a modelos multi-escala de la actividad eléctrica cardiaca.

Considerando la intratabilidad computacional del modelo de cadena de Markov con
estados discretos, se ha propuesto aproximar este modelo por un modelo de estados conti-
nuos. Para N elevado, puede considerarse la descripcion del estado del sistema en términos
de proporciones de canales en cada estado en lugar de como nimeros discretos. Asi, se
define Y(¢) = % Para simplificar la notacion, se introducen las siguientes definiciones:
y=1y— % ey=y+ % Sustituyendo en la ecuaciéon , se tiene:

WPWD) _ N1 - 5)P(.1) + 03P (. 1)
— N[by +a(l —y)] P(y,1), (25)

para 0 < y < 1, y € R. Para los dos primeros términos de la expresion anterior se realiza
un desarrollo en serie de Taylor alrededor del punto y y se desprecian los términos de orden
superior a 2 bajo la consideracién de que, para N suficientemente alto, su valor resulta muy

pequeno. Estos dos términos se aproximan, pues, por las siguientes expresiones:
2

oL~ )P~ al=9) Py t) =y 5 a1 = )P+ 55 50 ol = )Pl 0] (20

8% byP(y.6) + 2P0 @7)

bijP(§, 1) ~ byP(y,
9P (9,t) =~ byP(y,t) + INZ Oy

1
N
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Llevando estas expresiones a la ecuacién se obtiene la siguiente EDP llamada ecuacion
de Fokker-Planck:

OP(y, 1) 9 1 8

o~ g, - aWPw O+ 55 [0+ BP0, (28)

donde a = a+b, B = b—a. Esta ecuacién describe la evolucién temporal de la probabilidad
de un modelo de cadena de Markov de estados continuos y tiempo continuo, que suele
denominarse proceso de difusién [6].

Las trayectorias muestrales de un proceso de difusion pueden describirse mediante una
EDE, que, en el caso del conjunto de N canales descrito anteriormente, tiene la forma de

la siguiente ecuacién de Langevin [1§]:

dY = (a — aY)dt + \/LN\/CL + BYdW, (29)

donde W(t) es un proceso de Wiener cuyos incrementos dW = W (t + A;) — W(t) son
independientes y distribuidos normalmente con media 0 y varianza A;. En este caso, puede
simularse una trayectoria muestral de la EDE con la misma eficiencia computacional con
la que se simula la de una ODE, lo que supone una mejora muy sustancial con respecto al
modelo de cadena de Markov de estados discretos. Un método sencillo para la resolucién
de EDEs es el método de Euler-Maruyama, que aplicado a la ecuacion llevaria a la

siguiente expresion:

y(t+ D) = y(t) + [a— ay(D)] A, + %NW T By (AW, (30)

donde A; es el intervalo temporal y AW, es un incremento de Wiener.

En las ecuaciones anteriores es necesario garantizar que el proceso de difusiéon Y (¢)
permanece en el intervalo [0,1] en todos los instantes de tiempo ¢. Esto, junto con el
hecho de que la integral de P(y,t) debe ser 1, lleva a que fol P(y,t)dy = 1y, por tanto,
% fol P(y,t)dy = 0. Tal como se ha descrito en [18§], si se intercambian la integral y la

derivada con respecto a t y se utiliza la relaciéon dada en la ecuacién (28)), se tiene que:

(a—ay(t))P(y,t) a+ By)P(y,t)] =0, (31)

T AN oy [(
en las fronteras del intervalo [0, 1], esto es, para y = 0 e y = 1 [34]. Al proceso Y (t) que

resulta como solucién de esta ecuacion se le denomina difusion reflejada y la probabilidad

de que tome valores fuera del intervalo [0, 1] es 0. No obstante, las soluciones de la EDE
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que describe las trayectorias individuales, tal como se ha formulado en la ecuacién ,
podrian tomar valores fuera de [0, 1] con probabilidad positiva. Para imponer limites a las
soluciones de esta EDE, se ha propuesto expresar Y (t) = X (¢t) + K(t) [18], donde X (¢)
estd definida segun y determina el comportamiento de Y'(¢) en (0,1) y K(t) puede
entenderse como el minimo proceso que fuerza a Y (¢) a permanecer en el intervalo [0, 1].
Para garantizar que K () solo cambia en aquellos instantes donde Y'(¢) se encuentra en la
frontera del intervalo [0, 1] y lo hace de tal forma que refleja el proceso Y (¢) hacia el interior
del intervalo (es decir, en sentido positivo cuando Y (t) = 0 y en sentido opuesto cuando
Y (t) = 1), se imponen condiciones como las que se definen en [18]. La EDE que satisface
Y(t) es:

1
dY = (a — aY)dt+ \/—N\/(I—FBYdW—FdK, (32)

con condicién inicial Y(0) = yo € [0, 1]. Esta ecuacién se denomina EDE reflejada, ya que
Y'(t) es reflejado cuando alcanza los limites del intervalo. En la resolucién de esta EDE, el

proceso K (t) se aproxima numéricamente.

3.4. Modelizacion matemdtica de la variabilidad temporal: canales ionicos con maultiples

estados

Los canales i6nicos de las células cardiacas presentan, en general, multiples estados
conformacionales y experimentan transiciones de unos a otros. Se hace, por tanto, necesario
considerar la extension de las EDEs descritas en el apartado anterior para el caso de un
canal que puede estar en uno de M posibles estados diferentes en cada tiempo t. Para
un numero total N de canales, donde N es constante en el tiempo, el vector de estados
del sistema es Y (t) = (Yi(t),..., Yy (¢)T, donde Y;(t), i = 1,..., M, es la proporcién de
canales en el estado ¢ en el tiempo t.

De la misma forma que para el modelo sencillo de un canal con dos estados, en este caso
las trayectorias individuales del proceso de estados continuos vienen dadas por la siguiente
EDE de Langevin:

1
dY = A(Y)dt + \/—N\/B(Y)dw, (33)

donde dW es un vector de incrementos de Wiener y las matrices A(Y) y B(Y) toman
formas especificas en funcion del modelo de miiltiples estados con el que se trabaja. Como

la ecuacién anterior contiene la raiz cuadrada de una matriz y presenta limitaciones en
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términos de eficiencia computacional, algunos trabajos han considerado simplificaciones,
por ejemplo extendiendo la definicion de las compuertas del modelo de Hodgkin-Huxley
mediante EDEs de este tipo. Aunque esta formulacién se asocia con tiempos de calculo
mucho menores, los resultados que proporciona son inconsistentes con respecto a los del
modelo de cadena de Markov de estados discretos, mientras que la ecuacion st que es
consistente.

Debido a la estructura especial del sistema, en [43] se demuestra que puede descompo-
nerse la matriz B(Y) como producto de dos matrices y la ecuacién puede escribirse
de la siguiente forma:

1
dY = A(Y)dt + \/—NEF(Y)CZW, (34)

donde E es una matriz que contiene valores 0, 1 y —1 y F(Y) es una matriz diagonal cuyos
elementos de la diagonal son de la forma \/m , siendo k;; la tasa de transicién del
estado 7 al estado j. En [18,5870] se muestran ejemplos de las matrices E y F(Y) para un
modelo de célula ventricular humana, un modelo de célula ventricular canina y el modelo
de Hodgkin-Huxley, respectivamente.

Al igual que en el caso del modelo sencillo de canales con dos estados, en este caso
se hace también necesario garantizar que Y (¢) tiene sentido biolégico, para lo cual debe
cumplirse que Y;(t) pertenezca al intervalo [0,1], i = 1,..., M, ya que Y;(¢) representa la
proporcion de canales en el estado 7 en el tiempo t. La extension al caso de multiples canales
implica que las trayectorias individuales del proceso, que se calculan segin la ecuacién ,
deben estar en un hipercubo M-dimensional limitado por intervalos [0, 1]. Ademés, como el

namero N de canales es constante, la suma de las proporciones de canales en cada uno de
M

los estados debe ser 1y, por tanto, Y (¢) esta en el hiperplano dado por Z Y;(t) = 1 dentro
i=1
del hipercubo. Si D denota el dominio reflejado del proceso Y(t) y quiere garantizarse

que las soluciones de la ecuacién estén en D, puede descomponerse el proceso Y ()
mediante Y (t) = X(¢) + K(t), donde X(t) define el comportamiento de Y (¢) en el interior
de D y K(t) refleja Y (¢) hacia D. De forma analoga al caso de canales de dos estados, en

este caso las realizaciones individuales del proceso estan definidas por:

1
dY = A(Y)dt + WEF(Y)dW + dK, (35)

Las condiciones que se imponen al proceso K(t) son una extensién de las que se exigen para

canales de dos estados. Hay distintas técnicas numéricas utilizadas en la literatura para
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resolver EDEs reflejadas. En [18] se ha propuesto la utilizacién del método de proyeccién,
que aproxima la solucién a la EDE sin reflejar y, si la soluciéon numérica cae fuera del dominio
D, la proyecta en este dominio. Este método garantiza que las soluciones numéricas a las

EDEs reflejadas permanecen siempre en el dominio de interés.

3.5.  Modelizacion matemdtica de la vartabilidad temporal: ecuaciones para un modelo de

célula cardiaca

El modelo mateméatico de Hodgkin-Huxley para una célula asume que el nimero de
canales es tan grande que las fluctuaciones en las corrientes idnicas asociadas son despre-
ciables. Bajo esa asuncién, el modelo expresa la proporciéon de canales abiertos como el
producto de las proporciones de compuertas abiertas, donde la dindmica de cada una de
las variables de compuerta se expresa a través de una ODE, tal como se ha descrito en
la seccién Cuando las fluctuaciones iénicas son relevantes, las dindmicas de cada ca-
nal pueden modelarse a través de las ecuaciones formuladas en las secciones y B4 Si
cada posible configuraciéon de compuertas abiertas y cerradas se representa mediante un
estado distinto del canal, las dinamicas de los canales de sodio y potasio en el modelo de

Hodgkin-Huxley vienen dadas por los diagramas que se muestran en la Figura [0

dan 3an 2an an
nogp = np = np = N3 = N4
bn 2bp 3bp 4bp
3am 2am am
mohg =  mihy = mohy =  m3hy,
bm 2bm 3bm
by ™ ay by M ay by Tl ay by T ay
3am 2am am
m0h1 = m1h1 = lel/ll = m3h1.

bm 2bm 3bm

Figura 9: Diagramas de estado para los canales de potasio (arriba) y sodio (abajo). Tomada de [18].

Denotando por y;; a la proporcién de canales de sodio con i compuertas de tipo m abier-
tas y 7 compuertas de tipo h abiertas en el tiempo ¢ y por x; a la proporcion de canales de
potasio con ¢ compuertas abiertas de tipo n en el tiempo ¢, se cumplird que pya,o, = y31(t) y
DKo = T4(t), ya que un canal estard abierto cuando todas sus compuertas lo estén. El estado

de los canales de potasio en el tiempo ¢ estd dado por el vector x(t) = (x4, x3, T2, 21, 9)T

y el estado de los canales de sodio, por Y(t) = (y31, Y21, Y11, Yo1, Y30, Y20, Y10, ?Joo)T~
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Las correspondientes EDEs reflejadas para ambos canales son:

1

dy = Hya(y)dt + mENaFNa(y)dWNa + dKN®, (36)
1

dy = Hg(y)dt + ———=ExFk(y)dW¥ 4 dK*, (37)

v/Nk
donde En., Ex, Fna, Fx, Hya v Hk son las matrices que definen los términos estocasticos
y deterministas cuyas definiciones pueden encontrarse en [18] y Ky, v Kk son los procesos
que reflejan las soluciones de las EDE hacia el dominio de interés.

Para modelos celulares més complejos, como el modelo de Decker [19] de un cardiomio-
cito ventricular canino, los diagramas de estado, las EDEs reflejadas y las correspondientes
matrices F, E y H que definen las dindmicas de los canales Icar,, ks, Ik: € Iio pueden en-
contrarse en [58]. De manera similar, los digramas, definiciones y ecuaciones para el modelo

de cardiomiocito ventricular humano de O’Hara [47] se proporcionan en [70].

3.6. Modelizacion matemdtica de la variabilidad temporal: estimacion del nimero de ca-

nales

Las ecuaciones estocésticas descritas en los apartados anteriores dependen del ntimero
de canales de cada una de las familias de canales presentes en la membrana de la célula que
se estd modelizando matematicamente. Este nimero de canales debe estimarse a partir de
datos experimentales disponibles, fundamentalmente de corrientes macroscépicas, esto es,
de corrientes que representan la suma de las corrientes a través de todos los canales de un
mismo tipo en la célula. Uno de los métodos mas habitualmente empleados para estimar el
nimero de canales se basa en la realizacion de un andlisis de fluctuaciones [30]. Mediante la
técnica de patch-clamp es posible obtener medidas de corrientes idnicas macroscopicas tras
la induccion de cambios de tipo escalon en el potencial transmembrana, a partir de los cuales
se alcanzan niveles de potencial estables desde un valor inicial prefijado. Considerando que
los canales individuales de cada familia de canales tienen comportamientos independientes
unos de otros y que la corriente que circula a través de cada uno de estos canales individuales
es 15 si el canal estd abierto y 0 si esta cerrado, puede demostrarse que la relacion entre la
media my, y la varianza o}, de la corriente idénica macroscépica sigue una ecuaciéon parabdlica
[30,/57]. Ajustando este modelo parabdlico a los datos experimentales obtenidos mediante
patch-clamp, puede obtenerse una estimacion del nimero de canales asociados a la familia

estudiada.
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En otras ocasiones se dispone, a partir de estudios experimentales disponibles en la
literatura, de estimaciones de la conductancia unitaria, esto es, la conductancia asociada
a cada canal individual. Si se conoce el valor de la conductancia global asociada a todos
los canales de esa misma familia a partir del modelo matematico celular empleado, puede
estimarse el nimero de canales como el cociente entre la conductancia global celular y la

conductancia unitaria por canal [57].

3.7.  Modelizacion matemdtica de la variabilidad espacial

Ademas de la variabilidad temporal en la dindmica de la actividad eléctrica de una
célula cardiaca, existe también variabilidad entre distintas células de un mismo corazoén e
incluso entre distintos corazones, tal como se ha descrito en el apartado [3.1] Esta variabi-
lidad se debe a fluctuaciones o variaciones externas a la dinamica celular que llevan a que
distintas células presenten comportamientos diferentes frente a un mismo estimulo. Al igual
que en el caso de la variabilidad temporal, la mayoria de modelos matematicos cardiacos
publicados en la literatura no tienen en cuenta la variabilidad espacial y se centran en
describir un modelo tinico representativo de la poblacién global analizada. No obstante, en
los ultimos anos se ha publicado un ntimero considerable de trabajos que analizan pobla-
ciones de modelos matematicos en lugar de un modelo tinico, es decir, generan multiples
réplicas del mismo modelo matematico pero con distintos valores de los parametros. La
utilizacién de estas poblaciones de modelos puede ser muy relevante en estudios de arrit-
mias cardiacas para comprender por qué, ante unas mismas condiciones, algunas células
presentan comportamientos eléctricos irregulares y otras, no.

La forma de modelizar matematicamente la variabilidad espacial varia notablemente de
unos estudios a otros. En algunos estudios se incorpora la variabilidad en una poblacién
celular mediante la variaciéon del ntimero de canales asociados a cada familia presente
en la membrana celular [26,38,/57]. En concreto, se asume que dicho nimero de canales
sigue una distribucion estadistica concreta, estimada a partir de datos experimentales, y se
simulan distintas células generando aleatoriamente el nimero de canales a partir de dicha
distribucion.

En otros estudios se construyen poblaciones de modelos variando las conductancias de
las distintas corrientes iénicas utilizando técnicas como Latin Hypercube sampling o métodos

de Monte-Carlo [58,/71]. Una vez construida esta poblacién, se calibra mediante datos
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experimentales para garantizar que ciertas propiedades de las respuestas eléctricas celulares
de la poblacién simulada se encuentran dentro de rangos fisiolégicamente plausibles [10}/58]
o reproducen distribuciones de probabilidad evaluadas experimentalmente [37,84].

Los métodos que acaban de describirse proporcionan estimaciones de los valores de
los parametros de un modelo matematico para una poblacién completa de células, pero
no permiten identificar los parametros que corresponden a cada célula individualmente
de forma que puedan replicarse sus propias medidas eléctricas. En trabajos méas recientes
se han propuesto métodos que, partiendo de las senales eléctricas registradas en células
individuales, son capaces de estimar los valores especificos de los parametros de un modelo
matematico para reproducir las senales correspondientes a cada una de dichas células. Estos
métodos utilizan filtros no lineales adaptativos, como el filtro de Kalman Unscented (UKF),
para inferir los valores de los parametros y las variables de estado del modelo matematico
celular [20,[70]. En concreto, la integraciéon numérica de la ecuacién se transforma en

una representacion estado-espacio de la forma:

xp(k) = f(x(k—1),q(k—1),0) (38)
yp(k) = h(xe(k)) +r(k). (39)

En esta representacion estado-espacio, la ecuacion es la ecuacion de proceso y recoge el
conjunto discretizado de ecuaciones que definen las variables de estado del modelo eléctrico
celular, representadas en el vector x;(k). Este vector contiene, pues, el potencial transmem-
brana, las concentraciones iénicas intracelulares y la proporcién de canales en cada posible
estado para cada una de las familias de canales en la membrana celular. La funcién no
lineal f tiene tres vectores de entrada: el vector x,(k) de variables de estado del modelo; el
vector q(k) de ruidos de proceso no aditivos, que estan relacionados con los incrementos de
Wiener; y el vector 6 de parametros del modelo. En [70] puede encontrarse una descripcién
completa de estos vectores para un modelo de célula ventricular humana. En la ecuacion
, llamada ecuacién de medida, y,(k) es la variable que contienen las mediciones de la
senal eléctrica registrada. En el caso de que la senal registrada sea el potencial transmem-
brana, y,(k) = v(k) + r(k), donde v(k) representa el potencial transmembrana sin ruido de
registro y r(k) es ruido aditivo blanco Gaussiano. Por tanto, en ese caso, la funcién h en la
ecuacion es lineal, ya que solo consiste en la componente de x,(k) correspondiente al
potencial transmembrana v (k).

Para estimar conjuntamente los valores de los parametros y las variables de estado
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del modelo estocéstico celular cuando se parte de una senal eléctrica de potencial trans-
membrana registrada en una célula, en [70] se propone utilizar un método de aumento
de estados en el que el vector 8 se reemplaza por un vector de variables que varian a
lo largo del tiempo y se incorporan los ruidos de proceso q(k) como variables de estado
adicionales. Los detalles acerca de las ecuaciones correspondientes a la nueva formulacién
estado-espacio pueden encontrarse en [70]. Para la estimacién de las variables de la represen-
tacién estado-espacio aumentada se utiliza el filtro UKF, que, para problemas no lineales,
presenta mejores prestaciones que otros filtros como el Fxtended Kalman Filter sin suponer
una carga computacional tan elevada como la de otros métodos de Monte-Carlo tales como
los Filtros de Particulas.

En otros trabajos el método que acaba de describirse se ha extendido para combinar
el filtro UKF con técnicas de reduccion de dimensiones, como Double Greedy Dimension
Reduction (DGDR). Esta técnica DGDR se utiliza en primer lugar para extraer unas pri-
meras estimaciones de los pardametros mediante la proyeccion de los datos disponibles en un
subespacio de dimensién reducida a través de una combinacion lineal de propiedades tales
como la duracién, amplitud y variabilidad entre latidos cuantificadas a partir de las senales
eléctricas [71]. Estas estimaciones obtenidas mediante DGDR se utilizan para inicializar
o para actualizar las estimaciones que proporciona la metodologia anteriormente descrita

basada en representaciones estado-espacio y la utilizacién del filtro UKF.

4. Aplicaciones

4.1. Variabilidad espacio-temporal y riesgo de arritmias

Diversos estudios de la literatura han investigado la modelizacién matematica de la
estocasticidad en la apertura y cierre de los canales iénicos de las membranas celulares
cardiacas y, en algunos casos, han determinado su impacto sobre la actividad eléctrica y su
relacién con el riesgo de arritmias. Estos estudios han utilizado metodologias consistentes
en la incorporacién de una corriente global de fluctuacién [55], en la determinacién de los
estados y tiempos caracteristicos de las compuertas de los canales [39] o en la utilizacién
de EDEs [36}57,72,81]. Solo algunos de los estudios publicados llevan a cabo un andlisis
de senales eléctricas recogidas experimentalmente y ajustan los modelos matematicos a los
resultados del procesamiento de dichas senales para dar sentido biolégico a las implicaciones

que pueden derivarse.
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En [57] se introduce la estocasticidad en la corriente ks, que contribuye a la repolari-
zacion de las células cardiacas, formulando una EDE en sustituciéon de la ODE que define
la compuerta asociada a este canal en los modelos de células humanas y de cobaya emplea-
das en estudios previos. De todas las corrientes idnicas presentes en las membranas de los
cardiomiocitos ventriculares, la dindmica lenta y el menor nimero de canales asociados a
Ixs hacen que las fluctuaciones en esta corriente puedan ser de mayor magnitud que las
de otras con nimeros mayores de canales. Ademas, Iks juega un papel muy importante
en la estabilidad de la repolarizacién, particularmente en condiciones con reserva de la re-
polarizacién reducida, es decir, donde otras corrientes que contribuyen a la repolarizacion
presentan contribuciones atenuadas. Para que la introduccion de la estocasticidad en Ikg
sea fisiolégicamente realista, en [57] se realiza un andlisis de fluctuaciones como el descrito
en el apartado a partir del cual se obtiene una estimacién del nimero de canales aso-
ciados basada en datos experimentales que se procesan como parte del estudio. Ademas,
para modelizar no solo la variabilidad temporal sino también la variabilidad espacial, se
consideran distintos niimeros de canales para distintas células, los cuales se extraen de una
distribucion estadistica acorde con datos experimentales disponibles. Se demuestra que las
fluctuaciones estocésticas en Ik y la variacion en su numero de canales genera notable
variabilidad temporal y espacial en los APs de células aisladas, tal como se muestra en la
Figura Cuando las células se acoplan entre si formando parte de un tejido, las interac-
ciones electrotonicas existentes entre ellas enmascaran el efecto de la estocasticidad en Iks,
disminuyendo de forma importante la variabilidad temporal y espacial en comparacion con
las células aisladas (Figura [10)).

Bajo condiciones patologicas que implican desacoplamiento inter-celular o reduccion
en la reserva de repolarizacion, se magnifica el efecto de las variaciones en Ikg, tanto a
nivel celular como de tejido, dando lugar a niveles de variabilidad exageradamente altos y
a anormalidades pro-arritmicas como despolarizaciones y alternancias [57|. La Figura
presenta un ejemplo de irregularidades eléctricas que solo ocurren en células aisladas y bajo
condiciones patologicas como consecuencia de la estocasticidad introducida en los modelos
matematicos de células cardiacas. Estas conclusiones se han confirmado en otros trabajos

que han introducido estocasticidad en otras corrientes iénicas [26,38].
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Figura 10: Variabilidad temporal y espacial en la duracién del AP tanto en células aisladas como en células
acopladas formando parte de un tejido. Se observa concordancia entre los resultados de las simulaciones con

modelos matematicos que incorporan estocasticidad y las senales registradas experimentalmente. Tomada
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Figura 11: Variabilidad temporal y presencia / ausencia de posdespolarizaciones pro-arritmicas en los
APs de células aisladas y células acopladas. Puede comprobarse la concordancia entre las simulaciones

realizadas con los modelos matematicos estocdsticos y las senales eléctricas recogidas experimentalmente.

Tomada de .
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4.2.  Variabilidad espacio-temporal y prediccion del efecto de farmacos

Los trabajos descritos en el apartado anterior modelizan matematicamente la variabili-
dad espacial en la funcion eléctrica cardiaca asignando a cada célula un niimero de canales
extraido de una distribucién estadistica representativa de datos experimentales adquiridos
para cada una de las familias de canales consideradas. Para hacer mas realista la modeliza-
cién, en otros estudios se ha propuesto que, en lugar de considerar un tipo de distribucion
prefijada, por ejemplo, Gaussiana, Gaussiana truncada o de Poisson, podria considerarse
una calibracién de la poblacion de modelos celulares que garantice que las propiedades de
los APs simulados permanecen dentro de rangos experimentales [10,58] o que reproducen
densidades de probabilidad obtenidas experimentalmente [37,84].

En [58] se introduce estocasticidad en los estados de cuatro familias de canales i6nicos
que presentan actividad durante la fase de repolarizacién, como son las asociadas a las
corrientes Iy, Ikr, Ixs € Icar. Para ello se proponen nuevas EDEs reflejadas de la forma
descrita en el apartado [3.4] y se estima la corriente unitaria que circula por cada canal
individual mediante el procesamiento de senales de corrientes eléctricas y la aplicacién de
los métodos de andlisis de fluctuaciones descritos en el apartado Ademaés de la varia-
bilidad temporal asi introducida, se incorpora también variabilidad espacial a través de
la construccion de una poblacién de modelos matematicos representativos de un amplio
conjunto de células. Se comienza construyendo una poblaciéon generada variando las con-
ductancias maximas de las corrientes del modelo de Decker [19] para células ventriculares
caninas utilizando la técnica de Latin Hypercube sampling. El nimero de canales asociado
a cada una de las corrientes se considera que varia en la misma proporciéon que la con-
ductancia, ya que se ha mostrado en estudios experimentales que la corriente unitaria por
canal no varia de una célula a otra. La poblacién construida se calibra posteriormente de
forma que solo se retienen aquellos modelos que presentan propiedades eléctricas dentro de
limites experimentales, tanto en condiciones basales como en respuesta a la administracion
de farmacos que inhiben corrientes iénicas. Utilizando la poblacion calibrada se demuestra
que es posible reproducir los rangos de variabilidad temporal y espacial reportados expe-
rimentalmente. Ademads, mediante analisis de correlacion parcial pueden identificarse los
mecanismos que llevan a incrementos sustanciales en dicha variabilidad, los cuales podrian
asociarse con una mayor vulnerabilidad a sufrir eventos arritmicos inducidos por acciones

farmacologicas. La Figura ilustra ejemplos de células reales y simuladas con distintos
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grados de variabilidad y, en consecuencia, distintos grados de riesgo arritmico.
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Figura 12: Panel superior: Series temporales de APD en células reales y simuladas con distintos grados

de variabilidad temporal. Panel inferior: Medidas de variabilidad temporal en experimentos y simulaciones.
Tomada de [58].

Trabajos posteriores basados en metodologias similares han probado que las poblaciones
de modelos calibradas con datos experimentales pueden predecir efectos adversos de tera-
pias farmacoldgicas y de otros tipos [10,41,51,/78.79]. En otros estudios se han desarrollado
metodologias que calibran las poblaciones de modelos de acuerdo con las distribuciones
estadisticas de un conjunto de medidas experimentales, de forma que permiten replicar de
manera mas precisa la variabilidad experimental que si se utilizara inicamente la informa-
cién presente en los limites superior e inferior de las medidas experimentales [37,84]. En
este sentido, la calibracién basada en distribuciones permite estratificar mejor los conjuntos

de datos de corazones sanos y enfermos segun sus caracteristicas iénicas subyacentes [37].

4.8. Variabilidad espacio-temporal y respuesta a cambios en el SNA

Las poblaciones de modelos referidas en los apartados anteriores se han calibrado a

partir de rangos o distribuciones de probabilidad de propiedades eléctricas definidas a
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partir de la duraciéon, morfologia o amplitud del AP. Aunque estas poblaciones permiten
obtener conclusiones muy relevantes acerca del impacto de la variabilidad eléctrica en la
generacion de arritmias, el método empleado en su construcciéon no permite asegurar que
cada modelo de la poblacién represente las caracteristicas de un cardiomiocito. Es por
ello que otros trabajos han desarrollado modelos de AP que se ajustan exactamente a los
datos de una célula individual. Entre estos, cabe destacar los basados en la formulacién de
representaciones estado-espacio y el uso de filtros adaptativos no lineales para estimar las
conductancias de las corrientes i6nicas de un modelo partiendo unicamente del potencial
eléctrico registrado en una célula, tal como se ha descrito en el apartado|3.7] Utilizando esta
metodologia, en [70] se prueba que es posible reproducir no solo las caracteristicas en estado
estacionario sino también las dindmicas a lo largo del tiempo de manera personalizada para

cada registro eléctrico disponible, como se ilustra en la Figura (13|
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Figura 13: Distribuciones estadisticas de APD y variabilidad a corto plazo (STV) para un conjunto de

datos de entrada y para la poblacién de modelos de AP estimada a partir de estos datos. Tomada de [70].

Dada la relevancia de la regulacién de la actividad eléctrica cardiaca por parte del SNA,
otros trabajos han extendido la metodologia que acaba de describirse para reproducir ma-
tematicamente los datos de potencial eléctrico de una célula tanto en condiciones basales
como también en respuesta a incrementos en la estimulacién S-adrenérgica [71]. En este
caso, se estiman los valores de las conductancias ionicas y los factores de fosforilacion de los
sustratos celulares afectados por la estimulacién f-adrenérgica. Ademés, en [71] se combi-
nan los filtros adaptativos no lineales con el método DGDR de reduccion de dimensiones y
se prueba que se incrementa la precision de las estimaciones a la vez que se reduce sustan-

cialmente el tiempo de calculo de dichas estimaciones, tal como se ilustra en la Figura
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Figura 14: AP de entrada para una célula individual y para el modelo matematico de la poblacién ajustado

a dicha célula en condiciones basales (izquierda) y bajo estimulacién S-adrenérgica. Tomada de [71].

4.4.  Variabilidad espacio-temporal en el electrocardiograma como marcador clinico

La variabilidad temporal y espacial en los APs celulares y tisulares tiene su repercusion
en la actividad del érgano completo y, por tanto, sobre la senal ECG registrada en la su-
perficie del cuerpo. Ademas del analisis de la variabilidad asociada a las variaciones en el
ritmo cardiaco (HRV, por las siglas en inglés de Heart Rate Variability) [7,9,27,28], multi-
ples estudios han investigado la variabilidad de la repolarizacién ventricular cuantificada a
partir de la onda T y el intervalo QT del ECG [59/,61,/62,/75]. La ventaja de estos métodos es
que proporcionan marcadores no invasivos que pueden utilizarse como soporte en la toma
de decisiones médicas relativas al diagnostico, monitorizacion y terapia de enfermedades
cardiacas.

En [23] se analiza la variabilidad temporal del intervalo QT, en particular la que sucede
en forma de oscilaciones de baja frecuencia (entre 0.03 y 0.15 Hz), en pacientes con y sin
enfermedad de las arterias coronarias. Como la variabilidad del intervalo QT se cuantifica
durante una prueba de esfuerzo en un cicloergémetro en la que el ritmo cardiaco presenta
grandes variaciones en su valor medio y en su variabilidad como reflejo de los cambios en
el SNA [g8], se aplica un método basado en transformaciones tiempo-frecuencia [50] para
separar las fracciones linealmente relacionadas y no relacionadas con la variabilidad del
ritmo cardiaco. Se demuestra que las oscilaciones lentas del intervalo QT no relacionadas con
las del ritmo cardiaco permiten identificar pacientes con enfermedad coronaria utilizando
tnicamente los primeros minutos de la prueba de esfuerzo.

Otros trabajos han cuantificado la variabilidad en el dngulo entre los vectores de on-

das T consecutivas del ECG, analizando también las oscilaciones de baja frecuencia no
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relacionadas con las del ritmo cardiaco. En [29] se ha desarrollado la metodologia para lle-
var a cabo tal cuantificacién y se ha concluido que entre un 50 y un 70 % de las oscilaciones
de baja frecuencia del angulo de la onda T no estan linealmente relacionadas con las del
ritmo cardiaco. Estas oscilaciones aumentan con el incremento en la activacién simpatica
inducido por el ejercicio y varian notablemente en funcién de caracteristicas como la edad
y la condicién fisica. En pacientes con insuficiencia cardiaca crénica, las oscilaciones de
baja frecuencia del angulo de la onda T permiten identificar pacientes con alto riesgo de
sufrir muerte sibita cardiaca, particularmente cuando se combinan con otros indices de
variabilidad de la repolarizacién ventricular como las alternancias de onda T [53]. Este
mismo método ha mostrado también ser de gran utilidad para calcular el segundo umbral
ventilatorio, es decir, el punto en el que el ejercicio fisico de alta intensidad deja de poder
mantenerse [42] asi como para determinar los efectos de la microgravedad sobre el sistema
cardiovascular [52].

La variabilidad de la onda T del ECG se ha cuantificado también a través del analisis
de variaciones morfolégicas. En [65] se propone un nuevo método basado en la técnica de
deformacién temporal que permite evaluar de forma robusta la variabilidad en la forma
de la onda T. Este método se aplica en [63,/64] y se demuestra su valor como predictor
de muerte subita cardiaca y muerte por fallo de bombeo en pacientes con insuficiencia

cardiaca.
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Resumen

Los sensores SQUID han sido utilizados desde los anos ochenta para estudiar el
magnetismo de la materia en la nanoescala. Sin embargo, desde los experimentos pio-
neros de Wolfgang Wernsdorfer ha habido pocos grupos que hayan conseguido aplicar
esta técnica de manera exitosa. En este articulo de revisién repasaremos los concep-
tos tedricos que nos permitiran comprender el funcionamiento y diseno de sensores
nanoSQUID y las posibles dificultades de su uso. Analizaremos también un ndmero
de dispositivos capaces de explotar los beneficios de diferentes uniones Josephson y
haremos un repaso extenso sobre ejemplos relevantes de medidas nanoSQUID aplica-
das a problemas interesantes en magnetismo. Finalmente, veremos otros usos de las

uniones Josephson muy relevantes en tecnologias cuanticas.
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1. Introduccidén

Los SQUID, del inglés Superconducting Quantum Interference Device, son una de las
manifestaciones mas bellas de coherencia cuantica. Un sensor SQUID dc consiste en dos
secciones superconductoras unidas débilmente formando un anillo. Su funcionamiento re-
sulta de la union del efecto Josephson, que repasaremos en la Seccion 2 y la cuantizacion
del flujo en un anillo superconductor, que veremos en la Secciéon |3 Como consecuencia, se
produce la interferencia de las funciones de onda macroscopicas de ambas secciones, dando
lugar a una dependencia periodica de las propiedades eléctricas del dispositivo en funciéon
del flujo magnético que atraviesa el anillo. En primera instancia, esta estructura sirvioé para
demostrar la existencia del efecto Josephson [45]. Ademas, los SQUID permiten transducir
flujo magnético en voltaje siendo, por lo tanto, estupendos sensores de campo magnético,
corriente, imanacion o, incluso, posicion [20], 53].

La aplicacion mas extendida de los SQUID es el estudio del magnetismo de la materia.
A ella dedicaremos gran parte de este articulo de revision (ver Seccion [4)). Estos sensores
pueden encontrarse en MPMS (del inglés, Magnetic Property Measurement System) de
laboratorios de fisica y quimica de todo el mundo. En estos dispositivos, el campo magnético
B creado por la muestra se acopla a una bobina captora que esté, a su vez, inductivamente
acoplada a un anillo SQUID (ver Fig. ) Las bobinas captoras suelen tener areas en el

2

rango de los mm? o cm?. La figura de mérito del magnetémetro es el ruido magnético

V/Sp = /Ss/Acq, donde Sy es el ruido de flujo y A.g es el area efectiva del SQUID. Para
disminuir el ruido magnético es necesario aumentar A.g. Pero, como veremos a continuacion,
el ruido de flujo depende linealmente de la inductancia del SQUID L, por lo que ésta
debe mantenerse lo mas baja posible. Para cumplir estos dos requisitos irreconciliables se
introdujo el SQUID tipo washer (ver Fig. ) El &rea efectiva de este anillo superconductor
se convierte en Aeg = dD, donde d (D) es el didmetro interno (externo) de la bobina. Por
otra parte, la inductancia se aproxima a L ~ 1,25u0d, con ug la permeabilidad del vacio.
Esto permite aumentar Az (D ~ 100 gm) mientras que L se mantiene por debajo del rango
de los 100 pH (d ~ 10 pum). En cuanto a los materiales, el niobio es el superconductor més
utilizado actualmente y las uniones Josephson suelen consistir en multicapas de Nb/Al-
AlO, /Nb [38].

Al profundizar en la teoria de ruido térmico en SQUIDs [I04], se comprobd que la

resolucion en energia de un SQUID dc dependia directamente de su inductancia segin
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e = Sg/(2L). De esta manera, reducir L permite disminuir el ruido del SQUID [56]. Esto
ultimo originé la investigacion en SQUIDs microscopicos en los afios 80 [I11] para estudiar
pequenos sistemas magnéticos. Los primeros dispositivos de este tipo fueron introducidos
por Ketchen en 1984 [50] en forma de microsusceptometros y su legado todavia es explotado
por el grupo de Kathryn Moler en la universidad de Stanford para desarrollar microsco-
pios magnéticos de barrido [11]. Probablemente, el auténtico pionero en el desarrollo de
nanoSQUIDs capaces de detectar la senal de nanoparticulas magnéticas individuales es
Wolfgang Wernsdrofer quien puso en practica esta técnica en la década de los 90 [117, 113].
Mas recientemente, destaca la aparicion del SOT (del inglés, SQUID-on-tip) introducido
por Eli Zeldov en el Instituto Weizmann [30, [I08]. En este dispositivo, el anillo SQUID es
construido directamente en la punta de una nanopipeta de cuarzo, llevando la sensibilidad
al limite de un espin individual.

Actualmente existen numerosos grupos de investigacion centrados en el desarrollo de
dispositivos nanoSQUID aplicados al estudio de pequenos sistemas magnéticos o nanopar-
ticulas individuales. Sin embargo, muchos de estos sensores no llegan nunca a cumplir su
objetivo. El motivo principal es que son dispositivos restringidos a rangos de temperatura
muy reducidos, o que no pueden ser utilizados bajo la aplicaciéon de campos magnéticos
elevados. Estas dos ultimas caracteristicas son fundamentales para extraer informacion in-
teresante de medidas de caracterizacion magnética. En este trabajo nos centraremos en
experimentos exitosos de deteccion de nanoparticulas magnéticas con nanoSQUIDs dc (ver
Seccion . Existen también otras técnicas ultra-sensibles como los sensores basados en
vacantes en diamante [90, 105] (mas dificil de implementar a bajas temperaturas y bajo
campos magnéticos variables) o los sensores de fuerza [29] (menos versatiles que los mag-
netometros nanoSQUID). Ademas, los sensores miocro-Hall [61] o la microscopia MOKE
[29] se suelen aplicar al estudio de materiales magnéticos pero son oérdenes de magnitud
menos sensibles que un sensor nanoSQUID. El lector interesado puede encontrar articulos
de revision sobre estas técnicas en las referencias [95], [80], [90] y [78], respectivamente.

Aparte de su aplicacién para estudiar materiales magnéticos, los magnetéometros SQUID
se utilizan también, por ejemplo, para detectar las senales magnéticas mintisculas que pro-
duce el cerebro o el corazén humano. También han sido utilizados en el sector aeroespacial
para detectar fallos en componentes y en investigacion arqueoldgica o geoldgica no des-

tructiva [10]. Un SQUID conectado inductivamente a una fuente de voltaje en serie con
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una resistencia resulta en un voltimetro de altisima precision. Ademés, el efecto Josephson
persiste hasta frecuencias enormemente altas (/= 100 GHz) permitiendo imaginar aplica-
ciones en un ancho de banda enorme [2I]. Por ejemplo, los SQUIDs constituyen excelentes
amplificadores rf para medidas de resonancia magnética nuclear usando campos magnéti-
cos reducidos. Las uniones Josephson sirven como detectores de radiaciéon o pueden usarse
para leer sensores de fotones individuales tipo TES (del inglés, Transition-Edge Sensor)
que permiten detectar rayos X en telescopios espaciales. Las uniones Josephson también

constituyen la esencia del patron de voltio mas utilizado en la actualidad (ver Apéndice .

Bobina captora
¢ R
C X X

Figura 1: a: Esquema tipico de un magnetémetro SQUID acoplado inductivamente (M) a una bobina
captora que puede tener forma gradiométrica para ser insensible a campos magnéticos homogéneos. Esta
bobina capta la senal magnética de una muestra con momento magnético p. b: Implementacion real del
esquema anterior con laminas delgadas. El anillo SQUID (rojo, con las uniones Josephson representadas
con una cruz) se acopla a una bobina captora de varias vueltas (verde). Esta configuracion permite alcanzar
un buen acoplo entre la bobina captora y el SQUID que, gracias a su configuracion tipo washer alcanza
areas efectivas grandes (para mejorar la resolucion de campo) manteniendo la inductancia pequeinia (para
reducir el ruido). La fabricacion se lleva a cabo mediante técnicas convencionales de litografia optica en

laminas delgadas de niobio y multicapas de Nb/Al-AlO, /Nb para las uniones Josephson.

Pero la fisica tras un SQUID es enormemente rica y no se limita sélo a la interferencia
cuantica sino que resulta, también, en un objeto altamente no-lineal cuya inductancia
puede modularse facilmente. Estas dos caracteristicas han ligado de manera inseparable
los SQUID y las uniones Josephson con el desarrollo de circuitos superconductores para
tecnologias cuénticas. Los circuitos Josephson son parte de los bits cuanticos (qubits) mas
utilizados hasta la fecha (ver Apéndice y, también, permiten construir los amplificadores

criogénicos més sensibles de la actualidad, los amplificadores paramétricos (ver Apéndice
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. Estos basan su operacion en circuitos resonantes superconductores cuya frecuencia
de resonancia puede ser rapidamente modulada. Los SQUID también son muy utilizados
en investigacion fundamental. Un ejemplo es la optomecéanica cuantica de cavidades [94]
o la electrodindmica cuéntica de cavidades donde estos dispositivos permitieron observar
experimentalmente por primera vez las particulas virtuales que componen el vacio cuantico
[119]. Recientemente, la fisica del efecto Josephson ha permitido también disenar circuitos

caloritréinicos donde las corrientes térmicas pueden ser controladas de manera coherente

(ver Apéndice [7.4)).
2. La unién Josephson

Tal y como describe la teoria de Bardeen-Cooper-Schrieffer [7] (BCS), los electrones que
componen un superconductor forman pares de Cooper por debajo de una cierta temperatura
critica (T..). Ademas, aparece un gap de energia A en la densidad de estados de los electrones

desapareados (cuasiparticulas):
2A(T = 0) = 3,53k T

Esta energia (2A) es precisamente el costo de romper un par de Cooper. En el estado su-
perconductor, estos pares estan fuertemente correlacionados compartiendo un tnico centro
de masas. En este estado, todo el condensado superconductor puede describirse con una
funcién de onda macroscopica (o parametro de orden) ¥ = Wue™ donde |¥y|? es propor-
cional a la densidad de pares de Cooper n,. En un superconductor, incluso en ausencia de
campos electromagnéticos, el gradiente de esta fase Vi origina el movimiento del fluido de
pares de Cooper (de hecho AV es el momento p). Segun la segunda ecuacion de Ginzburg

Landau, la densidad de corriente puede escribirse como:

M) jo = (Ve —a.A ) = TRV,

s

con qs = 2e, ms = 2m, A el potencial magnético vector (V x A = B),

s " 2 ’
h Dy /o

la fase invariante de gauge y A\, = \/ms/pog?ns la longitud de penetracion de London.

Tenemos, por lo tanto, que j, x n,V¢ donde, recordemos, n, y ¢ dependen de la posicion.
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Una unién Josephson puede definirse de manera general como una unién débil entre
dos electrodos superconductores. Esta puede ser de varios tipos. En su trabajo original,
Josephson considerd una ldmina delgada de material aislante donde los pares de Cooper
son capaces de pasar por efecto tinel. También, una barrera metalica normal exhibe pro-
piedades de union Josephson, aunque el transporte esté dominado por procesos de reflexion
de Andreev [86]. Una constriccion, punto de contacto o puente de Dayem suficientemente
estrecho es otro ejemplo de unién Josephson [2]. En este caso, la constriccion tiene que
tener dimensiones comparables o menores que la longitud de coherencia (£, que da idea
del “tamano” de un par de Cooper). En el caso de uniones Josephson cortas, que satisfa-
cen aproximadamente la relaciéon de fase sinusoidal que veremos en la eq. , es también
necesario que su longitud sea menor que la longitud de penetracion de London (\r, que da
idea de la penetracion del campo magnético dentro del superconductor). Incluso, en el caso
de los superconductores de cuprato (e.g., YBayCuzO7), una frontera de grano o defectos
cristalinos se comportan como una union débil [42]. Esto se debe a que, en estos materiales,
la longitud de coherencia es enormemente pequena y anisotropica. Las fronteras de grano
se comportan por tanto como diminutos puntos de contacto en paralelo. En la Tabla [1] se
resumen algunas propiedades relevantes de superconductores utilizados habitualmente para

fabricar uniones Josephson y SQUIDs.

Material T. (K) AL (nm) € (nm) B (T) B (T) A (meV)

Pb 7.2 37 83 - - 2.7

Al 1.18 16 1600 - - 0.34

Nb 9.25 39 38 0.2 0.27 3.0

YBayCusO- 92 140+ 1,50 00855 130+ 50-60
700/ 0,3, 0,025/

Tabla 1: Temperatura critica (7.), longitud de penetracién London (M), longitud de coherencia ( &),

campo critico (Be1 y Be2) y gap superconductor (A) de distintos materiales superconductores.

Los materiales con T, (y, por lo tanto, A) elevado son siempre ventajosos. La longitud
de solapamiento de las funciones de onda superconductora en ambos electrodos es del orden
de £ por lo que también es tutil utilizar materiales con longitud de coherencia elevada. Para
minimizar la penetraciéon del flujo magnético y el atrapamiento de vortices de Abrikosov

en el material, conviene que A, sea bajo. Esto hace que los superconductores tipo II (para
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los cuales & < v2\1, e.g., YBayCusO7 y Nb) parezcan menos atractivos para aplicaciones
Josephson. No obstante, estos materiales también exhiben campos criticos elevados (con
B, como inicio de la penetracion de vortices de Abrikosov y B., como limite para la
destruccion del estado superconductor) lo que permite su operacion bajo la aplicacion de
campos magnéticos. Esto tdltimo representa una ventaja importante en aplicaciones de
magnetometria.

En todos estos tipos de uniones se produce un solapamiento de las funciones de onda
superconductoras de ambos electrodos que permite el paso de los pares de Cooper por
efecto tiunel sin disipar energia. La densidad de supercorriente j, tiene que ser constante en
el espacio a lo largo de la unién Josephson. Como la densidad de pares de Cooper cae en la
region no superconductora de la uniéon, tenemos que ¢ debe exhibir un pico y, por lo tanto,
V¢ debe hacer un salto en la barrera. La supercorriente resultante seré funcion de esta
diferencia de fase en la union Josephson 6 = ¢y — ¢1 (donde los subindices 1, 1’ se refieren
a ambos superconductores a la derecha e izquierda de la barrera). Ademas, las fases son
periddicas 27 lo que, intuitivamente, hace pensar que la supercorriente serd una funcién
periddica de §. Teniendo en cuenta que la invariancia bajo inversién temporal cancela la
apariciéon de términos tipo coseno, la corriente a través de una unién débil toma la forma

de la famosa primera ecuacion de Josephson [48, [3]:

(3) I = Iysend,

donde I es la corriente critica de la uniéon Josephson. Para profundizar un poco mas en la
derivacion original de Josephson y su primera ecuacion ver el apéndice [7.4]

En general, I, se aproxima bien a la relacion de Ambegaokar-Baratoff:

T A(T A(T
_rA@), A0

I .
07 2R 2T

Aqui, A(T) es el gap superconductor del material dependiente de la temperatura y R es la
resistencia de la unién Josephson en estado normal. En el limite de muy baja temperatura
(T < T¢), la relacion de Ambegaokar-Baratoff se reduce a:

TA
T 2R

Como hemos visto, un gradiente espacial de la fase origina una supercorriente. Ademés,

(4) Iy

la variacion temporal de la fase puede causar un voltaje o, dicho de otra manera, que el
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material entre en el estado disipativo. Esto puede verse facilmente derivando ¢ respecto del

tiempo:

1/ 1/
m 2
5 = 5 jidr =0, —p, — — Adr.
QSnSh [ JS ' 7 7 (I)O /1v '

5 )

(5) T

5:@1/—801——/ Adr.
Qo Sy

Teniendo en cuenta que la funciéon de onda U o e ~*£4/"

se entiende que la diferencia o1, — ¢y
equivale a la diferencia de energia de los dos superconductores ¢y — ¢1 = (Ey — Ey)/h.
Ademas, la derivada temporal del potencial magnético vector equivale al potencial inducido
—27 /®q flll Adr = 2eUinq/h. Asi, se ve facilmente que la derivada temporal de la fase
equivale a la diferencia de potencial total en la barrera (2eU/h). De esta manera Josephson
obtuvo su segunda ecuacion [48, [3]:

h. .
6 V(t) = —0 = —0.
(6) (t)=5,0=5-
con @y ~ 2,07 x 107 Vs el cuanto de flujo que definiremos a continuacién. El voltaje total

resultante se obtiene como el promedio temporal V = (V(t))r = + fOT V(t)dt.
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Figura 2: a: Unién Josephson polarizada en voltaje. La corriente de cuasiparticulas es cero para voltajes
|[V| < 2A/e. Cuando el voltaje supera esta cantidad, los electrones desapareados pueden atravesar la barrera
por efecto tunel. Experimentalmente, es muy dificil polarizar a |V| ~ 0 una unién Josephson debido a la
impedancia no nula de una fuente de voltaje real. Como la resistencia de la unioén tiende a cero cuando
|[V| ~ 0, la fuente se comporta en la practica como una fuente de corriente que se detecta como un pico de
supercorriente. b: Representacion esquematica de la densidad de estados de cuasiparticulas D, en una union
débil entre dos superconductores idénticos caracterizados por un gap A. La aplicaciéon de una diferencia de

potencial desplaza el nivel de Fermi Er de una electrodo respecto del otro una cantidad eV'.
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Las ecuaciones de Josephson permiten entender el comportamiento de una unién Jo-
sephson polarizada en voltaje (ver Fig. ) En esta configuracion, la unién se comporta
como una sonda para inspeccionar la densidad de estados y el gap superconductor del
material. Para entenderlo, debemos imaginar la forma de la densidad de estados de las
cuasiparticulas en un superconductor que exhibe un gap de energia alrededor del nivel de
Fermi. Cuando el voltaje aplicado es igual a cero, no hay procesos ttinel de cuasiparticulas.
Solo los pares de Cooper pueden atravesar la barrera dando lugar a un pico de corriente
dc caracteristico e igual a Iy. Al aumentar el voltaje, la unién entra en estado disipativo y
el paso de pares de Cooper sigue la segunda ecuacién de Josephson. Es decir, la diferencia
de fase comienza a depender del tiempo como §(t) = J, + ?}%(:Vt. Insertando esta relacion
en la primera ecuaciéon de Josephson (eq obtenemos I = Iysen(dy + wyt). Es decir, la
corriente de pares de Cooper oscila a la frecuencia de Josephson f; = 3—: = @lo = 483,6
GHz/mV V. Esto convierte a la unién Josephson en una fuente de altas frecuencias con-
trolable mediante voltaje. Esta corriente es dificilmente observable en un experimento dc
ya que la fase oscila rapidamente haciendo que el promedio temporal (send)r = 0, lo que
da lugar a una supercorriente dc nula. Por otra parte, debido a la existencia del gap, las
cuasiparticulas tampoco pueden pasar por efecto tinel. De esta forma la corriente total es
cero. Al ir aumentando el voltaje progresivamente, se desplaza el potencial quimico de un
electrodo respecto del otro hasta que, eventualmente, las cuasiparticulas pueden atravesar
la barrera. Esto da lugar a un salto brusco de la corriente de cuasiparticulas que permite
caracterizar experimentalmente la magnitud del gap superconductor (ver Fig. )

Resulta interesante fijarse también en la inductancia de la uniéon Josephson L;. El

voltaje que atraviesa un inductor satisface la relacion

ol
t)=L;—.
(7) V() = Ly
Expresando % como %% y usando las ecuaciones de Josephson (egs. y @):
1
% =1y cos 9,
o 2
9 _2m (t).
at  Pq

Insertando las expresiones anteriores en eq. (7)) obtenemos:
_ Lp _ Lo
cos 1/1_[2/[37
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con Ly, = ;;—?0. Es decir, la unién Josephson es un inductor modulable a través de la
corriente L;(I). Esta definicién puede considerarse la inductancia efectiva diferencial. Es
decir, da idea de la impedancia efectiva de la unién Josephson cuando ésta se conecta a
un circuito rf, por ejemplo. Un inductor es un objeto capaz de almacenar energia. En un
inductor convencional, la corriente aumenta gradualmente al aplicarse un voltaje constante.
Este no es el caso de la unién Josephson donde la corriente comienza a oscilar segtin la
segunda ecuacion de Josephson.

Podemos también calcular la energia Josephson E; como la integral de la potencia
obtenida desde ¢ = 0 cuando comenzamos a aplicar una corriente hasta t = ¢y cuando la

corriente deja de aumentar:

(9) B = /0 eV

Insertando las relaciones de Josephson para I(t) (eq.[3) y V(t) (eq. [f)) obtenemos:

to Dy dp Doly [¥
E;= | (Ipsen@) | ——=)dt = pdp

con o(t = 0) =0y ¢(t = tg) = ¢. Integrando obtenemos la expresion para la energia

Josephson:
(10) Ej = Ej(l —cosp),

con Ejy = %. Esta es la energia de acoplo de los dos electrodos superconductores unidos

en una unioén Josephson.

2.1. Modelo RCSJ

Resulta muy tutil detenerse a analizar el famoso modelo RCSJ (del inglés, Resistively
and Capacitively Shunted Junction [103] [79], [19], ver Figura[3)) que describe uniones Joseph-
son polarizadas en corriente. El modelo considera que la corriente que fluye por la unién
Josephson se divide en tres canales paralelos: la supercorriente I (eq. , una corriente de
cuasiparticulas disipativa I, = U/R atravesando una resistencia R y una corriente de des-
plazamiento Iq4 = C' 90U /0t que atraviesa un condensador C. También se pueden considerar
efectos de ruido (térmico) en un término adicional como una fuente de ruido Iy. Nosotros

despreciaremos este término por el momento. Usando la ley de Kirchhoff para circuitos
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eléctricos y las ecuaciones de Josephson, podemos obtener la ecuacién del movimiento para

la diferencia de fase invariante de gauge 9:

dy, . DO -
— =711 .
27TR6+ o ) o send

Que se puede reescribir como:

(I)O : (I)OC “ 27T6UJ
11 — — .
(11) 27TR5+ 2 0 dq 00’
con:
I
(12) UJ:EJ()(l—C086)—I—(5.
0

Esta ecuacion es equivalente a la ecuacion del movimiento de una particula puntual que
se mueve en un potencial ondulado (cosd) inclinado (tilted washboard potential) como el
mostrado en la Fig. Bp:

Olw(zx) — Fyz]

Ei+mi = ————2 9

ox

Siguiendo la analogia, la masa de la particula (m) se identifica con la capacidad C, la
friccion (§) se corresponde a la conductividad 1/R, la fuerza (Fy) que inclina el potencial

es la corriente [ y, finalmente, la velocidad corresponde al voltaje U.

J U

Figura 3: a: Circuito equivalente del modelo RCSJ. La corriente que atraviesa la unién se divide en
una corriente de desplazamiento, una corriente de cuasiparticulas, una corriente de pares de Cooper y un
término de ruido que no consideraremos aqui. b: Representacion del potencial ondulado inclinado por una
fuerza I por el que se desplaza la particula imaginaria de masa C con friccion 1/R y a velocidad 6 x U.
Cuando la corriente aumenta alcanzando i = I /Iy = 1, los minimos metaestables desaparecen y la particula

comienza a rodar, i.e., la unién Josephson exhibe una caida de potencial.
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Resulta también interesante reescribir estas ecuaciones en funcion de las corrientes nor-
malizadas i = I /1y, ix = In/Io y la energia normalizada u; = U;/E 9. Introducimos la

frecuencia de plasma wy, ; como la frecuencia del circuito L;(1)C de la union:

wp (1) = ﬁ =w,(1— 12/13)1/4, con w, = %72160.

Es importante resaltar que la frecuencia de plasma depende del cociente Iy/C. Tanto la
corriente critica como la capacidad escalan con el area de la union asi que w, es indepen-
diente del area y depende solamente de pardmetros de fabricacion asi como del tipo de
uniéon. En uniones tipicas Nb/Al-AlO, /Nb se alcanzan densidades de corriente critica del
orden de 100 —1000 A /cm?. En cuanto a la capacidad por unidad de area A, tipicamente se
usan espesores de material aislante de d ~ 1 nm y constante dieléctrica € ~ 10 con lo que
C/A = €ey/d ~ 1075 F/cm?, donde ¢y = 8,8 x 1072 F/m. Con esto se obtienen frecuencias
de plasma en el rango de w,/27 < 100 GHz.

La frecuencia caracteristica w, es la frecuencia de Josephson al voltaje caracteristico
V. =1LR:

We = %:IUR.

Finalmente, wrc es la frecuencia del circuito R-C:

1
ch—RC.

Notar que wlf = wwre- Usando estos nuevos parametros, ademas del conocido parametro
de Stewart-McCumber:

27T w 2 w 2 w
(13) B.= = ILR*C = <_) _ <_p) _ We

O Wp wre/)  Wre
obtenemos:
14 oy 277
(14) w? * We 06’
o bien:
1 o0 0 _dur
(15) Bcwg * We 0

Este modelo permite entender intuitivamente el comportamiento de una unién Joseph-

son polarizada en corriente (ver Fig. [f]). Mientras la corriente es baja (I < Iy), la particula
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Modelo RCSJ. Con resistencia de carga Modelo RCS)J. Sin resistencia de carga

V[ . v a S
o 1 2A T < 'y
< VIR 3 g
) SO 4
1 100 | .
_________ Be :/ﬂ/h________ A o
V;”, i Ir IO - IO
i Bc=5 H
i i |
a b
08 Frontera de grano en YBCO Unidn tanel Al/AIO, /Al
. T ‘ T ‘ T ‘ T T ‘ T ‘ T ‘ ‘
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Figura 4: Caracteristica IV de uniones Josephson polarizadas en corriente (teoria y experimento). a:
Unioén cortocircuitada con una resistencia de carga en régimen subamortiguado (5. = 5). Por encima de
Iy, V(I) se aproxima a la dependencia lineal de una unién resistiva R. La corriente I,. corresponde al valor
necesario para que la particula vuelva a quedar atrapada en un pozo de potencial al disminuir /. El inset
muestra la dependencia de I,(8.) que se aproxima a I,/Iy = 4/(7rﬁi/2) en el limite 8. > 1 [33]. b: Unién
tanel sin resistencia de carga. Al aumentar la corriente desde cero la union se comporta de manera similar
al caso anterior. Cuando la corriente disminuye desde el estado disipativo a valores I < Iy se obtiene
§ x V = 2A/e ~ cte. En ambos paneles las flechas indican el sentido del ciclo de histéresis. ¢: Curva
experimental obtenida en una unién tipo frontera de grano en YBCO con resistencia de carga de 3,5 €2
(B < 1). d: Curva experimental obtenida en una unién tipo tinel Al/AlO, /Al sin resistencia de carga a

distintas temperaturas. La resistencia en el estado disipativo corresponde a R ~ 1,5 k).

permanece atrapada en un minimo de potencial. Esto significa que b=0 y el voltaje re-
sultante es igual a cero. La particula oscila a la frecuencia de plasma segin la corriente,
siendo méxima (w,; = w,) para I = 0 y disminuyendo conforme aumenta la corriente
hasta hacerse nula para I = [;. En este estadio, los pares de Cooper fluyen sin disipar
energia. Cuando se alcanza la corriente critica I = I, desaparece el minimo metaestable

y la particula comienza a deslizarse ((5 # 0) con el consiguiente aumento del voltaje de
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acuerdo con la segunda ecuacion de Josephson (eq. @ Al aumentar la corriente I > I,
el transporte comienza a estar dominado por electrones sin aparear o cuasiparticulas, que
disipan energia dando lugar a un voltaje.

Cuando la corriente disminuye de nuevo desde I > I, el potencial ondulado vuelve poco
a poco a su posicién horizontal. El comportamiento de la particula dependera fuertemente
de las caracteristicas de la union, i.e., la masa m = (h/2e)?C la friccién 1/R y la existencia
o no de una resistencia de carga. Este comportamiento se cuantifica mediante el parametro
de Stewart-McCumber que da idea del cociente entre la frecuencia caracteristica de la unién
y la frecuencia del circuito equivalente RC'. En el caso Sc > 1, la dinamica de la fase es mas
rapida que la velocidad de carga y descarga del condensador. Esto significa que la energia
cinética de la particula es elevada y continua rodando para valores I < I;. Finalmente,
la particula se reatrapara en un valor I, < Iy, dando lugar a un proceso histerético. Por
ejemplo, la Fig. |4h muestra resultados teoricos obtenidos numéricamente para el caso 3. = 5.
En el inset se aprecia claramente el aumento de la histéresis (disminucion de I,) para valores
crecientes de f3.. El comportamiento de la fase (y, por lo tanto, del voltaje en la unién) para
B. = 0,1y B. =10 puede verse en la Fig. 5| obtenido a partir de simulaciones numéricas.

En el limite fuertemente subamortiguado (5. > 1), nos encontramos w. > wrc. Esto
hace que la dinamica de la unién Josephson se reduzca al comportamiento de un simple
circuito RC', lo que da lugar a un comportamiento 6hmico puro (histéresis completa). Es
decir, la unién disipa energia al disminuir la corriente hasta llegar al valor I = 0. Para
eliminar la histéresis, es necesario satisfacer o < 1. Como es dificil modificar la capacidad
de la unién, este objetivo se suele lograr anadiendo una resistencia de carga en paralelo
con la unién. Si esta resistencia es lo suficientemente baja se alcanza el limite fuertemente
amortiguado (8. < 1), en el cual la masa de la particula es despreciable. Es decir, la
particula queda atrapada en un minimo del potencial para I = [. Resolviendo la ecuaciéon
para 3. = 0 e I > I se obtiene u(t) = (i> —1)/(i + coswt) con w = w12 — 1. Es decir,
el voltaje u oscila a frecuencia w que aumenta al ir aumentando la corriente. El voltaje
resultante promediado en el tiempo V es cero para I < Iy (no-histerético) y aumenta
al ir aumentando la corriente como V = IOR\/W. Este comportamiento puede
apreciarse en la medida experimental mostrada en la Fig. [dc obtenida con una unién tipo
frontera de grano en YBCO con una resistencia de carga de 3,5 2 a T'= 4,2 K.

El comportamiento de uniones no cortocircuitadas es ligeramente distinto (con . > 1).
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Figura 5: Respuesta de la diferencia de fase a dos pulsos diferentes de corriente en funcion del tiempo
normalizado 7 = tw.. a: Pulso de corriente subcritico. La fase responde inmediatamente a cambios de
corriente para 8. = 0,1 mientras que oscila cuando 8. = 10, en ambos casos el valor medio del voltaje es
nulo (5 = 0). b: Pulso supercritico. La fase comienza a cambiar al aumentarse la corriente I > Iy. En el
caso 3. = 0,1, la particula comienza a deslizar al desaparecer el minimo metaestable (6 x U # 0) pero
vuelve a quedar atrapada cuando disminuye la corriente ((5 x U = 0). En el caso 8. = 10 la particula

contintia deslizando incluso al disminuir la corriente mostrando & oc U # 0 [33).

En este caso, la aproximacion del modelo RCSJ de sustituir el canal de transporte de las
cuasiparticulas por una resistencia en paralelo es poco realista. El motivo es que dicho
canal dista mucho de ser una resistencia lineal sino que R es aproximadamente 6hmica
para voltajes |V| > 2A/e, pero tiende a infinito para |V| < 2A/e. Cuando disminuimos la
corriente desde el estado disipativo hasta I = I, la resistencia equivalente de la unién ya
no es R sino R — oo con lo cual la pendiente de la curva I(V') se hace cero (conductancia
nula). Esto significa que la particula continua desplazédndose por el potencial sinusoidal a
velocidad constante para todos los valores de I hasta que se anula la corriente. La Fig.
muestra una medida experimental obtenida con una unién tunel tipo Al/AlO, /Al a

T = 300 mK. La resistencia en el estado normal de esta uniéon era R ~ 1,1. k).
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3. EI SQUID dc

La primera ecuacion de Josephson esta detrés del principio de operacion de los SQUIDs.
El segundo elemento que necesitamos considerar es la cuantizacion del flujo magnético que
atraviesa un anillo superconductor [62]. Esta ultima propiedad es facil de entender en base
a lo que hemos introducido al principio de la Seccion [2} Imaginemos un superconductor
sometido a un campo magnético. Si nos movemos en un camino cerrado dentro del super-
conductor, la fase ¢ solo puede cambiar un multiplo de 27 para que la funcién de onda no
interfiera destructivamente. Esto es, f Vdl = 2mn con n = 0, &1, +2,... Hay dos propie-
dades que afectan a la fase de la funcion de onda (eq. : el movimiento de pares de Cooper

(j,) v el campo magnético (A). De esta manera:

2rn = fwdl _ M ]{jsler %j{Adl
qsnsh h

Introduciendo la longitud de penetracion de London y el cuanto de flujo &y = h/2e obte-

nemos la condicién de cuantizacion del flujo:
(16) n®y = peA? ]{jsdl + P.

Normalmente, la densidad de corriente disminuye rdpidamente dentro del material super-
conductor y la eq. se reduce a ® = nd,,.

3.1.  La cuantizacion del flujo en el SQUID dc

Esta relacion tiene importantes consecuencias en un SQUID dc, donde el anillo super-
conductor es interrumpido por dos uniones Josephson (ver Fig. @ Como vamos a demostrar
a continuacion, la cuantizacion del flujo y la relacion fase-corriente descubierta por Joseph-
son vinculan las diferencias de fase invariantes de gauge de ambas uniones Josephson con

el flujo magnético aplicado. Usando la eq. obtenemos:

Del—1" "
2
51:<p’1—<p1——7r/ Adr
Do /1
De 1" — 2" . .
e . / ’ 2
Jsdr = @5 — ] — — Adr
gsnsh /1, 2 Ld, /o
De 2/ — 2: )
2
—52:g01—<p'2——7r Adr
@0 23
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De 2 — 1:

1
quSh/ judr =@ @2——/ Adr.
slls 2

Como sabemos, en un camino de integracion cerrado dentro del anillo la fase de la funcion

de onda superconductora podra cambiar miltiplos enteros de 27, i.e.,

2
51+—/ Adr + /_]Sdr—l- /Adr—(sﬁ—7T Adr+

qsn sh D,

msh/ Jdr + — / Adr = 2mn.
QSns

Sumando los términos que van con A se obtiene el flujo total que atraviesa el anillo. Ademés,

podemos asumir que la supercorriente j, que fluye por el interior de los electrodos super-
conductores es exponencialmente pequena, lo que nos permite despreciar estos términos.

Con todo obtenemos:

2 2
(17) 51 (52 + C}TW(I)T = 51 52 + (}Tﬂ-(q)a + LJ) = 27TTZ,
0

donde &7 es el flujo total que atraviesa el anillo. Este es debido al flujo externo aplicado
(P, = BAes) v, en el caso de anillos con inductancia L no despreciable, al flujo generado
por el propio SQUID (L.J, donde J es la corriente circulante inducida). Es importante notar
que la inductancia L = L, + Lj, tiene dos contribuciones [52]: la inductancia geométrica
L, y la inductancia cinética Lj. Esta tltima se debe a la energia cinética de los pares de
Cooper que crean la corriente circulante. Este término puede despreciarse en muchos casos
pero suele ser relevante en tecnologia nanoSQUID donde la anchura w y/o el espesor t del
material superconductor puede ser w/t < Ap. En este caso:

[ f L
wt

(18) Ly =

Y

donde [ es la longitud del electrodo superconductor. La contribucion de la inductancia suele

cuantificarse mediante el parametro 3, (en inglés, screening parameter):

oLl, 1 L

19 _ _t Lt
(19) b= gt =17 o

Este pardmetro representa el cociente entre la inductancia del anillo L = L, + Ly y la

inductancia Josephson de la unién L jo = ;’—?0.
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Figura 6: Esquema de un SQUID dc. Dos uniones Josephson idénticas colocadas en paralelo en las que
se produce una diferencia de fase §; y d2. El SQUID es polarizado con una corriente /. La aplicacion de
un flujo externo ®, induce la aparicion de una corriente circulante J que, junto con I resulta en sendas
corrientes I; e I atravesando las uniones Josephson. V' es el voltaje promedio resultante en bornes del

SQUID. La linea de puntos es un camino de integraciéon que nos permite obtener la eq. .

3.2.  FEcuaciones bdsicas

El SQUID dc fue introducido por Jaklevic et al en 1964 [45]. Segun el esquema presen-
tado en la Fig. [6h, la corriente que circula por cada una de las uniones Josephson puede
escribirse como Iy = I/2+ J e Iy = I/2 — J, respectivamente. Asumimos aqui que ambas
uniones Josephson son idénticas, es decir tienen la misma corriente critica [y, capacidad
C' y resistencia R. Recordando el modelo RCJS introducido en la Seccion [2.1] estos dos

términos resultan en:

I d, . d,C .
(20) 5 T =lpsendy + 2;}{ 81 + 2‘; 8,
I Oy . DBC -
(21) §—leosen52+27r3% 8y + 2‘; 5.
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Junto con la eq. , estas ecuaciones son la base del funcionamiento del SQUID dc.

Supongamos que el SQUID esta en el estado superconductor, i.e., §5=0:

1

(22) §+J:[()S€Il51,
I

(23) 3 J = Iysen 0y,
2

(24) 5y — 0 + —®p = 2.
Py

La corriente total I puede escribirse como

I = Iy(sen 0y + sen dy) = 21, cos <52 ; 51) sen <52 —2k 61> .

Utilizando la cuantizacion del flujo esto resulta en:

7T(I)T 7T<I)T
I = 2], cos <—> sen (61 + —),
Dy 20
con & = &,+ LJ. Esta ecuacion tiene que ser maximizada para obtener la corriente critica
méxima que puede atravesar la union. Para valores genéricos de (3, esto solo puede hacerse

numéricamente pero para el caso sencillo f;, < 1, i.e., &7 = &, se puede ver facilmente

que I es maxima para sen(d; + %) = +1. De esta manera puede escribirse:

P,
C .
08 B,

Es decir, cuando la inductancia del anillo es despreciable, la corriente critica toma valores

(25) I, = 21,

entre el maximo 2[y y cero, con periodo ®q. En los casos intermedios de 7, # 0, tenemos
que resolver la ecuacién numéricamente pero el comportamiento es similar. La corriente
critica toma valores entre el maximo 2/, y un valor intermedio dependiente de S, > 0, con
periodo ®g. Este comportamiento puede verse en la Fig. [7b y puede usarse como método
experimental para estimar el valor de L. Por ejemplo, para 5, = 1 la modulacién se reduce
a la mitad, es decir, I. modula entre el maximo 2/, y el minimo I,. Para valores g, > 1,
la modulacion AI./I. e = 1/681 [20].

Para finalizar esta seccién, resulta interesante notar también los efectos que una ca-
pacidad no despreciable, i.e., 8. > 0, tienen en el comportamiento del SQUID. Para ello
veamos qué sucede en un caso tipico . = B = 1. Curiosamente, en este caso, la corriente

Josephson ac inducida en las uniones es capaz de excitar la resonancia LC del anillo SQUID.
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Figura 7: a: Modulacién de la relacién corriente-voltaje (IVC) para distintos valores del flujo aplicado
(para un SQUID con 3y, = 0). Este efecto induce también la modulacion de la corriente critica como | cos |
con periodo w. Cuando 1, aumenta, la modulacion de la corriente critica disminuye como puede verse en la
figura inferior (curvas calculadas para 8. = 0,5). Esta variaciéon de I. puede explotarse experimentalmente
polarizando al dispositivo con una corriente de polarizacion I ~ I, = 2. De esta forma el SQUID trabaja
siempre en estado disipativo, exhibiendo un voltaje de salida m-periédico con el flujo. La modulacion del
voltaje se maximiza para I ~ 2[. Las curvas mostradas han sido calculadas para 8, = 0,5y 8 = 1. b:

Dependencia de la modulacion AI./I. 4. con el parametro 3y, (para . = 0,5) [33].

Para ello imaginemos que la frecuencia Josephson f; = U/®, coincide con la frecuencia de
resonancia frc = %\/ﬁ Cuando &7 = 0 las dos uniones oscilan en fase y no pueden
excitar la resonancia LC'. Sin embargo, para &7 = ®;/2 ambas uniones oscilan fuera de
fase, excitando fuertemente el circuito y haciendo que el voltaje U disminuya respecto al
que esperariamos en ausencia de este efecto. Debido a esto, la forma de la curva IVC del
SQUID exhibe una especie de modulacién que permite estimar el valor de . en ciertos

casos. Definiendo V.., como el voltaje para el cual se observa el maximo de la modulacién
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de la curva V(I), 5. puede obtenerse de la relacion [99)]:
V;"es

1
]CR V gﬁcﬁL ‘

3.83. Funcionamiento de un SQUID dc

La dependencia de I. con el flujo y, por tanto, con el campo magnético que atraviesa el
anillo, puede explotarse como método para detectar pequenas senales magnéticas. De hecho,
fue el método de operacion de los primeros microSQUIDs desarrollados por Wernsdorfer
para estudiar nanoparticulas magnéticas. Este método requiere la obtencién de una curva
IVC para cada punto de medida. Para cada uno de ellos, el SQUID tiene que transitar
del estado superconductor al estado disipativo y, posteriormente, volver a enfriarse hasta
el estado superconductor (~ 1 pus) siendo un método de caracterizacion engorroso y lento.
La ventaja es que permite operar SQUIDs altamente histeréticos como los basados en
constricciones o puentes de Dayem.

Resulta mucho mas ventajoso operar el SQUID en el estado disipativo. Para ello es
un requisito indispensable que el dispositivo cuente con uniones Josephson no histeréticas
(Bc < 1). Como ya hemos visto, esto se suele conseguir cortocircuitando las uniones con
resistencias (de unos pocos 2). Cuando esto es posible, se polariza el anillo con una corriente

igual o ligeramente mayor que la corriente critica méaxima (I 2

~

I ymaw = 21) de forma que el
sistema se encuentra siempre en el estado disipativo. De esta manera, el voltaje de salida seré
directamente una funcion peridédica del flujo magnético que atraviesa el anillo. Una pequena
variacion del flujo 0® producird una pequena variacion del voltaje 6V = (0V/0®) 0®. El
punto de operacion del sensor se elige de tal manera que la pendiente de la curva V() es
méaxima definiendo asi la funcion de transferencia Vg = (0V/0P)max. Mediante simulaciones

numéricas se puede demostrar que, a bajas temperaturas [20]:

(26) Vo 115, para O, < 1
R
(27) Vo =~ 7 para fr ~ 1

La amplitud méxima de la modulacién en voltaje puede estimarse facilmente para el caso

B < 1y B, < 1. En este caso:
Vip = V(0 = ®/2) = V(®, =0) = [HR.
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En vista de esto, es evidente que interesa que el SQUID tenga un voltaje caracteristico
V. = IhR y resistencia R lo mas elevados posible (dentro del limite sobreamortiguado), y
una inductancia L baja.

Este método de operacion es sencillo y réapido, permitiendo también utilizar técnicas de
lectura maés sofisticadas para linealizar la curva V(@) como el FLL (del inglés, Fluz Locked
Loop [26]). En el modo FLL, el SQUID se polariza en corriente para trabajar en un punto de
operacion 6ptimo y se le fuerza a proporcionar siempre un voltaje nulo. Cualquier pequena
variacion del flujo magnético d® modifica el punto de operacion, haciendo aparecer un
voltaje. Esta senal se amplifica, se integra y se realimenta al SQUID mediante una corriente
que pasa por una resistencia de realimentaciéon Ry y una bobina inductivamente acoplada
al anillo SQUID. El voltaje de salida a través de Ry es, por lo tanto, proporcional a la
senal de entrada 0®. La respuesta dinamica en este modo de operacion esté limitada por el
llamado slew rate, es decir, la velocidad a la que responde el circuito de realimentacién. En
el mejor de los casos, el ancho de banda estara limitado por los retrasos acumulados entre
la electronica de realimentacion (a temperatura ambiente) y el SQUID. Para distancias
tipicas de 1 m esto se extiende hasta unos 20 MHz.

Operado en modo disipativo, la sensibilidad del SQUID viene limitada por fluctuaciones
en voltaje, que se pueden cuantificar por la densidad espectral de ruido en voltaje Sy . Esta
cantidad suele expresarse en su equivalente de flujo Sg = Sy /VZ o en ruido de flujo rms
V/Sg en unidades de ®y/v/Hz. A frecuencias bajas, v/Sg escala tipicamente como 1/f (ver
Fig. . Las fuentes de este tipo de ruido son variadas y todavia desconocidas. Algunas de
ellas son posibles fluctuaciones de la corriente critica de la unién o el movimiento térmico
de vortices de Abrikosov en el superconductor [57]. También se ha propuesto que parte del
ruido 1/f se deba a ruido magnético producido por espines fluctuando en las superficies de
los materiales superconductores [55]. Este efecto se ha comprobado en diversos materiales
en la forma de una senal paramagnética que sigue la ley de Curie-Weiss en temperatura
[100), 12} [74].

Al aumentar la frecuencia, S¢ se hace independiente de f y se convierte en ruido blanco.
Esta contribucién Sg , se debe principalmente al ruido tipo Johnson-Nyquist asociado al
transporte de cuasiparticulas en las resistencias de carga o en la propia unién. Este ruido
se suele estudiar usando la aproximacion de Langevin. Para ello se consideran dos términos

fluctuantes independientes en las ecuaciones de sendas uniones Josephson (egs. [21]). Por
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Figura 8: Ruido de flujo rms de un sensor SQUID dc de niobio con uniones tipo Nb/Al-AlO, /Nb medido
a 4.2 K y 13 mK [75]. Ruido blanco medido a distintas temperaturas en distintos sensores similares al del
panel anterior. El ruido blanco Sg v, depende de T tal y como se espera de la teoria hasta unos ~ 100 mK

donde satura.

medio de simulaciones numéricas se obtiene Sy vs B, B¢ con el pardmetro de ruido
I' = kgT/Ey = 2nkgT/(19®0) |57, 19]. Para el caso fc < 1, B > 0,4 y ', < 0,1, esto

resulta en:

OokpgTL
28 Se ~ 4(1 _
(28) o~ 4(1+ 6L) G
Para g, < 0.4, Se aumenta al disminuir §;. Mediante simulaciones numeéricas se puede

demostrar que 3 ~ 1 resulta tipicamente en valores 6éptimos de ruido asi que los SQUID
dc suelen disenarse asi. En este caso la eq. se simplifica [104]:

(29) Se ~ 16kgTL*/R.

Esta dependencia lineal del ruido con 7" satura a muy bajas temperaturas debido al efecto
de los electrones calientes [112] que produce el bajo acoplo electron-fonén (ver Fig. . Es
importante resaltar la dependencia v/Sg o< L (para B =~ 1). Como adelantamos en la
introduccion, este efecto hace que sea interesante fabricar anillos nanoscopicos para reducir
la inductancia geométrica y, por lo tanto, el ruido de flujo. También conviene tener cuidado
ya que una reducciéon excesiva en las dimensiones del electrodo superconductor conllevan
un aumento elevado de la inductancia cinética, que pasa a ser el término dominante.
Ademas existen otras fuentes de ruido blanco como son el ruido de disparo (en inglés,

shot noise, consecuencia de la naturaleza discreta de los portadores de carga) y el ruido
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cuéntico (consecuencia del principio de incertidumbre de Heisenberg). Estas fuentes suelen
ser menos relevantes que el término Johnson-Nyquist. Para el caso 5, = 1, el ruido de
disparo es S¢ &~ hL [104], mientras que el ruido cuantico de las fluctuaciones de punto cero
es S ~ hL /7 [50].

3.4. Del SQUID al nanoSQUID

Los nanoSQUID nacen con la mision de ser sensibles a fuentes nanoscopicas de momento
magnético como nanoparticulas magnéticas o materiales con inhomogeneidades magnéticas,
e.g., paredes de dominio en ferromagnetos o vortices de Abrikosov en superconductores. La
sensibilidad o la resolucion espacial de cualquier magnetémetro depende criticamente de su
tamano. Idealmente, las dimensiones del sensor deben acercarse lo més posible a las de la

muestra bajo estudio. Esta propiedad puede cuantificarse en el llamado factor de acoplo:
(30) ou = —,

donde p = |p| es el momento magnético de la muestra. Es decir, da idea del flujo magnético
® acoplado al anillo SQUID por un dipolo magnético puntual, dividido entre su momento
magnético p. Ademés, hemos visto que el ruido de flujo de un anillo SQUID escala lineal-
mente con su inductancia por lo que reducir su tamano lo méas posible resulta también
en una disminucién de L y, por tanto, de v/Sg. Teniendo en cuenta estas dos propiedades
importantes definiremos la sensibilidad del nanoSQUID:

31 VEi=Ye

"

que se mide en unidades de pug/vHz, donde up es el magneton de Bohr. De esta manera

\/S_# expresa el momento magnético que puede detectarse por unidad de ancho de banda.

La optimizacion del factor de acoplo ¢, es complicada ya que este factor depende de las
dimensiones del nanoSQUID, pero también de la ubicacién del momento magnético bajo
estudio r, y su orientacion €, = p/p. Otro problema anadido es que esta cantidad es
dificilmente medible en un experimento, siendo normalmente calculada con aproximaciones
analiticas o simulaciones numéricas. Una buena aproximacién al factor de acoplo es la
obtenida por Ketchen et al. [49]. Asumiendo un dipolo magnético en el centro de un anillo

ideal de radio a, con e, perpendicular al plano del anillo se obtiene:

(2) bu=152

5y ~ (28 pm/a) - (n®o/jus).
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El factor de acoplo aumenta cuando la particula se sittia lo més cerca posible del propio
SQUID [I4] pero es mas dificil de estimar. El motivo es que es necesario tener en cuenta las
dimensiones del electrodo superconductor y el efecto de focalizacion de flujo [107]. Para ello
hay que calcular el campo magnético que el dipolo p crea (teniendo en cuenta la cercania de
un electrodo superconductor) y, de ahi, obtener el flujo acoplado al anillo ®. Este problema
se puede simplificar enormemente teniendo en cuenta que las fuentes y los campos creados
pueden ser intercambiados. Es decir, basta conocer el campo magnético B;(r,) que una
corriente J crea en la ubicacion del dipolo magnético r,, (ver Fig. @ Esto puede resumirse

(33) ©J = uB(r,).

Introduciendo el campo normalizado by = B/ J, el factor de acoplo puede expresarse como
[14, ’4]:

(34) ¢u(rm é,u) = é,u : bJ(Tu)'

De esta forma es posible calcular ¢, para cualquier posicion del dipolo magnético. La
complicacion del problema se reduce al calculo de b; a partir de la distribuciéon de (su-
per)corrientes en el anillo que puede obtenerse usando programas de simulaciéon numérica

como COMSOL o 3D-MLSI.

N )
==

Figura 9: El dipolo p crea un campo magnético que acopla un cierto flujo ® en un anillo de dimensiones
y forma arbitrarias. Este problema es equivalente a una corriente J que circula por el anillo creando un

campo B(r,) en la ubicacion del dipolo magnético r,,.

COMSOL es un potente software basado en elementos finitos que permite, entre otras
cosas, resolver el potencial eléctrico y magnético vector usando la ley de Ampere y la con-
servacion de la corriente en un metal normal. Sin embargo, la supercorriente que circula por

un superconductor no es homogénea ya que, como sabemos, se concentra en la superficie del
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material y decae hacia su interior en una regiéon comparable a la longitud de penetracion de
London ;. En primera aproximacion, el efecto Meissner puede simularse imponiendo un
potencial magnético vector constante en el interior del material que dé lugar a la corriente
deseada. Una aproximaciéon mejor se puede obtener teniendo en cuenta el efecto pelicular
en metales segtin el cual la corriente ac transmitida por un metal normal se concentra en
su superficie. Para ello, se pueden emplear corrientes alternas a una frecuencia determina-
da wy. tal que la longitud de penetracion pelicular Agin = (2/0waeit)/? = A, con o la
conductividad y p la permeabilidad del conductor [47].

Para simular superconductividad, 3D-MSI es méas conveniente [51]. Este software tam-
bién estd basado en elementos finitos y permite resolver directamente las ecuaciones de
London en el material superconductor, teniendo en cuenta su geometria especifica y Ar,. El
programa simula la corriente que circula en dos planos bidimensionales en la superficie su-
perior e inferior del material. Cuando las regiones de interés estdn muy cerca de la superficie
del material (a una distancia del orden de Ar) la aproximacion anterior produce resultados
inconsistentes. En esos casos conviene asumir que la supercorriente fluye a través de un
namero (> 11) de laminas bidimensionales que se distribuyen uniformemente de manera
homogénea. Este método ha sido aplicado con éxito para calcular el acoplo de nanoparticu-
las individuales a anillos nanoSQUID. Tal y como demuestran estas simulaciones, valores

optimos del factor de acoplo se acercan a ¢, = 10 — 20n®q/115.

4. nanoSQUIDs basados en distintas uniones Josephson

Desde el uso de los primeros SQUID para caracterizacion magnética de nanoparticulas
ha habido muchos grupos desarrollando sensores con tamanos cada vez mas reducidos y
propiedades muy interesantes. Sin embargo es importante notar que muy pocos grupos han
aplicado con éxito estos dispositivos al estudio de problemas interesantes en magnetismo.
Los motivos pueden ser varios. Por un lado, los sensores SQUID, al estar basados en mate-
riales superconductores, operan de manera 6ptima solo a bajas (o muy bajas) temperaturas
y en ausencia de campos magnéticos. Estas dos variables suelen ser importantes a la hora
de extraer informacion relevante de un material magnético. Ademas, estos dispositivos sue-
len ser complejos y requieren de mucha experiencia por parte del usuario, haciendo dificil
que su uso se extienda de manera general. En esta Seccién resumimos los ejemplos mas

relevantes de nanoSQUIDs basados en diferentes tipos de uniones Josephson. Haremos hin-
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capié solamente en aquellos dispositivos que han sido aplicados a estudios de nanoparticulas

magnéticas.

4.1. Uniones tunel tipo SIS

La tecnologia mas extendida para fabricar uniones Josephson se basa en la tricapa
Nb/Al-AlO, /Nb. Esta configuracion resulta en uniones con corriente critica j. desde ~ 0,1
hasta unos cuantos kA/cm? a 4.2 K. Estos valores son demasiado bajos para fabricar
uniones Josephson en escala submicrométrica asi que se suele reservar para dispositivos
més grandes. Ademaés, también suelen resultar en valores altos de la capacidad parasita
debido al gran tamano de las capas superconductoras necesarias. Por este motivo, estas
uniones suelen ser cortocircuitadas con resistencias de carga para disminuir o y elimi-
nar la histéresis. Aunque no sea una técnica 6ptima para desarrollar nanoSQUIDs, esta
tecnologia resulta muy 1til para fabricar disenos complicados como, por ejemplo, trans-
formadores, susceptometros o gradiémetros avanzados. De hecho, el primer microsuscep-
tometro SQUID concebido para estudiar nanoparticulas magnéticas se basdé en uniones
Nb/NbO,/Pb ( /Sp ~ 0,84 u®y/v/Hz a 4.2 K) [50]. Otros dispositivos similares han sido
también integrados en microscopios SQUID de barrido [34], 43].

En el CSIC — Universidad de Zaragoza junto con el laboratorio metrolégico aleméan
PTB de Berlin desarrollamos también microsusceptéometros SQUID basados en uniones ti-
po Nb/Al-AlO, /Nb. Para ello se us6 como punto de partida sensores SQUID no-histeréticos
con ruido caracterfstico y/Sp ~ 800n®/vHz a T = 4,2K de dos tipos: (i) Sensores de
alta inductancia que incorporan un transformador intermedio y (ii) sensores de baja in-
ductancia en los cuales la senal de entrada es acoplada directamente al SQUID a través de
un gradiometro paralelo de cuatro bobinas [25]. Estos sensores fueron modificados usando
milling por haz focalizado de iones (FIB, del inglés Focused Ion Beam) y deposicién de
material superconductor asistido por FIB (FIBID, del inglés Focused lon Beam Induced
Deposition) basado en tungsteno W(CO)g. El material resultante de este deposito es su-
perconductor con T, ~ 5 K y sirve para reparar y modificar circuitos superconductores
[73, [75]. De esta manera, usando dispositivos tipo (i) fue posible convertir el transformador
intermedio en un susceptémetro en serie acoplado inductivamente al SQUID. En el caso
de los sensores tipo (ii) y modificando el anillo SQUID también se obtuvieron susceptome-

tros més sensibles, en los que la muestra es acoplada directamente al anillo SQUID. Dado
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Figura 10: a: SQUID disefiado y fabricado por el PTB y modificado en el CSIC - Universidad de Zara-
goza para convertirlo en un microsusceptometro. b: Susceptémetro integrado en el cual un pequeno anillo
nanoscopico ha sido definido mediante FIB milling para aumentar su sensibilidad. Ambos dispositivos se
fabrican usando Nb y uniones tipo Nb/Al-AlO, /Nb. Exhiben un enorme ancho de banda de 1 mHz - 1 MHz

y operan en un rango de temperaturas T'= 0,013 — 5 K.

el gran éxito de estos susceptémetros en el estudio de dindmica de espines moleculares a
bajas temperaturas, nuevos disenos de microsuceptémetros SQUID fueron integrados en
las mascaras de fabricacion del PTB |27, [07]. Ademaés, también se estudié la posibilidad
de aumentar la sensibilidad mediante la definicién de pequenos anillos nanoscopicos (dia-
metro interno 450 nm, anchura de linea 250 nm) mediante FIB milling en la propia bobina
captora. Todos estos dispositivos exhiben un enorme ancho de banda (1 mHz - 1 MHz) y

pueden ser operados a muy bajas temperaturas (7' = 0,013 — 5 K).

4.2.  Uniones tipo SNS

Las uniones consistentes en una capa de metal normal presentan una ventaja principal:
permiten obtener densidades de corriente critica muy elevadas (= 10° A/ cm® a 4.2 K)y
estan intrinsecamente cortocircuitadas con una resistencia de carga de manera que son no-
histeréticas a muy bajas temperaturas. Por otro lado presentan el problema de poder ser
utilizadas en rangos de temperatura muy reducidos. Esto es asi debido a que la presencia
de un metal normal hace que exhiban también histéresis de origen térmico cuando operan

a temperaturas mas cercanas a la temperatura critica del material superconductor.
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En la universidad de Tiibingen junto con el laboratorio metrolégico aleman PTB de
Braunschweig hemos desarrollado nanoSQUIDs basados en la tricapa Nb/HfTi/Nb y un
método de pulido quimico-mecénico. Estas uniones, desarrolladas originalmente para cons-
truir sintetizadores Josephson arbitrarios [39], permiten construir uniones de tamanos muy
reducidos, desde 200 x 200nm? (v/Sp ~ 110n®,/vHz a 4.2 K) [83, 121] hasta incluso
diametros de tan solo ~ 80 nm (v/Sp ~ 80n®,/vHz a 4.2 K) [8I]. Una de las ventajas de
esta técnica es la posibilidad de disenar circuitos complejos como, por ejemplo, magneto-
metros en los que el anillo SQUID es perpendicular al substrato o gradiémetros en serie y
en paralelo, insensibles al campo externo homogéneo [83] 121], [§]. El plano de las uniones
Josephson es también paralelo al substrato permitiendo operar los sensores bajo campos
magnéticos relativamente intensos de hasta 0.5 T [I121]. También es posible acoplar flujo al
anillo SQUID por medio de una linea superconductora lo que permite operar los sensores
en modo FLL.

Gracias a su enorme flexibilidad, estos nanoSQUID nos sirvieron también para dise-
flar magnetometros vectoriales que combinan tres anillos nanoSQUID ortogonales [68]. El
objetivo es poder distinguir las tres componentes del momento magnético vector de una
particula colocada en una posicion determinada. El disenio (ver Fig. incluye dos nanoS-
QUID, SQ* and SQY, sensibles a las componentes x e y respectivamente. En una primera
aproximacion, el tercer nanoSQUID (SQ?) consistia en un gradiometro paralelo, insensible
a campos externos homogéneos aplicados en la direcciéon z pero sensible al campo magnético
inducido por una particula colocada en una de las bobinas. Posteriormente, este diseno fue
mejorado con la implementacion de un gradidémetro en serie y la inclusiéon de lineas super-
conductoras tipo dummy para garantizar la simetria del sensor y mejorar la cancelacion de
campos magnéticos homogéneos perpendiculares al plano. Estos tres nanoSQUID pueden

ser operados simultaneamente en modo FLL.

4.3.  Uniones Josephson basadas en constricciones

Como adelantamos en la Seccion [2] una constriccion en un electrodo superconductor (o
puente de Dayem [2]) puede mostrar efecto Josephson si sus dimensiones son comparables
o menores que Ap, y &. Estas uniones suelen ser histeréticas debido al calor disipado cuando
entran en el estado disipativo. La histéresis puede evitarse en algunos casos mediante una

capa metéalica que actiia como resistencia de carga. Es relativamente sencillo fabricar anillos
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Figura 11: a: Arriba puede verse un esquema del nanoSQUID 3D. Los SQUID SQ® y SQY son anillos
simples perpendiculares al plano y ortogonales entre si. E1 SQUID SQ? es un gradiémetro en serie insensible
a campos externos homogéneos aplicados a lo largo de la direccion z. La figura inferior muestra una imagen
SEM con colores falsos del dispositivo final donde las uniones Josephson estén resaltadas mediante cruces.
b: El esquema anterior se optimizo sustituyendo SQ? por un gradiémetro en serie y anadiendo lineas dummy
que mejoran la simetria del gradiémetro. Se han realizado también los primeros test incluyendo particulas

magnéticas (abajo).

SQUID dc basados en constricciones mediante un proceso simple de litografia electronica
sobre una lamina delgada de Nb, Al o Pb. El primer ejemplo de esta tecnologia fue introdu-
cido por Voss et al en 1980 [I11]. Debido al reducido tamano de la unién Josephson, estos
SQUIDs suelen proporcionar valores muy elevados del factor de acoplo ¢,,. Su desventaja es
que los pardmetros de la union son més dificiles de controlar. Ademés, las dimensiones tan
reducidas de las constricciones normalmente conllevan valores muy elevados de inductancia
cinética, llegando incluso a dominar la inductancia total del anillo. Como hemos visto esto
tiene consecuencias negativas en el ruido del dispositivo.

Desde los anos 80, muchos grupos han reportado nanoSQUIDs prometedores pero muy
pocos han servido para hacer medidas reales con nanoparticulas magnéticas. Hasta donde
se, solo dos grupos han conseguido hacer esto tltimo de manera sistematica. El primero
de ellos es Wolfgang Wernsdorfer [117, [113] 114]. Los SQUID desarrollados en esta época
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consistian principalmente en Al o Nb y eran fabricados mediante litografia de electrones
[41]. Tipicamente tenfan areas de unas pocas um? con anchos de linea de unos 200 nm en
substratos de tan solo 30 nm de espesor. Para conseguir modulacién Josephson, se usaron
constricciones de unos 30 nm x 300 nm (anchura x longitud). Estos niimeros son bastante
mayores que la longitud de coherencia & del Nb lo que daba lugar a relaciones fase-corriente
altamente no-sinusoidales. Por este motivo, la relacion I.(®) se alejaba mucho de ser ideal
y exhibia una modulacion total Al./I. 4, muy reducida. Ademés la inductancia estaba
dominada por la componente cinética de la constriccion (hasta 100 pH) [28]. Estos nimeros
se traducian en un ruido de flujo de ~ 40 u@o/\/m para Al y ~ 100 u@o/\/m para Nb
[41]. El uso de substratos tan delgados también conllevaba ventajas, como la operacion
bajo campos magnéticos elevados (0.5 T para Al y 1T para Nb). Las uniones eran también
altamente histeréticas lo que hacia que estos sensores solo pudieran operar como hemos
explicado en la Seccion i.e., mediante la deteccion de la corriente de transicion al estado
disipativo. Wernsdorfer y colaboradores también presentaron una interesante propuesta de
nanoSQUID utilizando nanotubos de carbono a modo de unién Josephson [22]. Debido
al efecto proximidad con el Al de los electrodos, el nanotubo deberia exhibir propiedades
superconductoras modulables mediante un voltaje eléctrico. Se logré demostrar modulacion
de la corriente critica del dispositivo pero este nunca logroé ser aplicado como magnetémetro.

El segundo nanoSQUID basado en constricciones que ha sido aplicado con éxito al es-
tudio del magnetismo en superficies y en nanoparticulas es el SOT (del inglés, SQUID-On-
Tip) introducido inicialmente por el grupo de Eli Zeldov en el insituto Weizmann [30, [T08].
En este caso, el anillo nanoSQUID se deposita directamente en la punta afilada de una
pipeta de cuarzo con diametro interior de tan solo ~ 40 nm. Las uniones Josephson se con-
siguen mediante un proceso de evaporacion a tres &ngulos de Al, Nb o Pb, sin necesidad de
méscaras litograficas. Hasta ahora, el Pb ha proporcionado los resultados mas ttiles pero
su evaporacion es complicada ya que requiere de un sistema in situ de refrigeracion por
helio para evitar la nucleacion de granulos de Pb. La inductancia final de estos dispositivos
se reduce a valores por debajo de los 10 pH (dominada principalmente por la contribuciéon
cinética) lo que resulta en valores excepcionales de \/m ~ 50ndq/ VHz y la sensibilidad
tedrica mas baja reportada hasta la fecha (0,38 up/ \/E) Las uniones son altamente histe-
réticas pero el dispositivo puede ser operado con polarizaciéon en voltaje y lectura mediante

un amplificador basado en una cadena de SQUIDs en serie. Debido al reducido espesor
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del substrato, el SOT puede operar en campos magnéticos elevados (~ 1 T) pero estos no
pueden ser variados durante la medida ya que cambian el punto de operaciéon. Usando un
diapasén de cuarzo, este dispositivo se combina con un sistema de microscopia de barrido
que permite estudiar también la topografia del material bajo estudio. Ademas, el SOT per-
mite distinguir sefiales magnéticas paralelas o perpendiculares al plano de la muestra [I]

ademas de realizar termometria ultrasensible en la nanoescala [40].

4.4. NanoSQUIDs de cuprato

Los cupratos (e.g., BiaSroCaCuyOg,, 0 BISCO, YBayCuzO7 o YBCO) son los materiales
superconductores con temperatura critica mas alta a presion atmosférica conocidos. Sus
propiedades eléctricas son enormemente anisotropicas. En el caso del YBCO, £ ~ 1 —2 nm
en el plano a — b mientras que £ ~ 0,3 nm en el eje c. Estos valores tan reducidos de &
complican la fabricacién de uniones Josephson tipo Dayem (aunque no es imposible [4]). Por
suerte, esta anisotropia también hace que el transporte eléctrico (y la corriente critica del
material) dependa dramaticamente de defectos cristalinos. De hecho, las fronteras de grano
(GB, del inglés, Grain Boundary) exhiben comportamiento Josephson. La fabricacion de
sensores nanoSQUID de YBCO y uniones GB es muy atractiva debido a su alta temperatura
critica y a la posibilidad de operaciéon bajo campos magnéticos elevadisimos. El problema
es que es dificil reducir el tamano de las uniones Josephson tipo GB hasta la nanoescala ya
que el oxigeno tiende a difundir fuera del material, disminuyendo su temperatura critica
hasta que se convierte en un conductor pobre.

Junto con la universidad de Tiibingen logramos encontrar una solucién a ese problema
utilizando un protocolo cuidadoso de definiciéon de las uniones Josephson GB mediante
FIB milling |84, 98, 99]. Estos sensores se fabrican a partir de substratos de YBCO (con
espesor 50 — 300 nm) crecido epitaxialmente en bicristales de SrTiO3 (con un angulo entre
cristales de 24°) cubiertos con unos 60 nm de Au que sirve de resistencia de carga y protege
el substrato. Con experiencia, es posible distinguir la GB en un microscopio electrénico vy,
gracias al uso de un doble haz, el anillo nanoSQUID se abre en la posiciéon deseada mediante
milling FIB. Tipicamente, los anillos tienen un diametro interior de 200-500 nm y las
uniones Josephson se reducen a dimensiones de 100-300 nm (ver Fig.[12). También se define
una constriccién estrecha por la que se puede circular una corriente de modulacién 1,4 lo

que permite operar el sensor en modo FLL. Esta constriccién es la zona més sensible en la
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Figura 12: Esquema (a) e imagen SEM (b) de un sensor nanoSQUID de YBCO. Las fronteras de grano
(GB) son transferidas al substrato de YBCO crecido epitaxialmente sobre un bicristal de STO. Ambas
imAgenes muestran las direcciones de las corrientes de polarizacion Ip;,s y de modulacion I,,,q4. Esta
corriente puede acoplar flujo magnético directamente al anillo SQUID lo que permite caracterizarlo vy,

también, operarlo en lazo cerrado.

que una particula magnética acopla la mayor cantidad de flujo al anillo. Los nanoSQUID
de YBCO son también muy flexibles en cuanto a dimensiones y espesor lo que permite
optimizar su inductancia geométrica y cinética para obtener valores record de ruido de
flujo a 4.2 K de /Sp,, ~ 500®,/vHz (a 7TMHz). Teniendo en cuenta el factor de acoplo
calculado numéricamente ¢, = 13n®(/up, estos dispositivos presentan una sensibilidad de
espin muy prometedora de tan solo 3,7 ug/v/Hz a 7MHz [99].

Uno de los grandes éxitos de estos nanoSQUID es su capacidad de operar en rangos
enormes de temperatura desde los mK hasta ~ 80 K (siendo no-histeréticos) y bajo campos
magnéticos enormes de hasta 3 T. Para ello, el campo magnético tiene que ser alineado
cuidadosamente paralelo al anillo del SQUID y perpendicular a las fronteras de grano.
Sorprendentemente, el sensor también soporta operar bajo campos magnéticos variables de
hasta méas de 1 T, permitiendo por tanto observar ciclos de histéresis en nanoparticulas.
Recientemente, demostramos también la posibilidad de fabricar este tipo de nanoSQUID en
otros substratos como el MgO, que resultan muchisimo mas interesantes para aplicaciones
de radiofrecuencia [60)]. Otra via de estudio muy prometedora es la fabricacién de estos
dispositivos por medio de escritura directa de uniones Josephson usando un microscopio
de He [23]. Los haces de He (de tan solo ~ 0,5 nm) permiten modificar localmente las

propiedades del YBCO (principalmente provocando la pérdida de oxigeno) dando lugar a
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regiones no superconductoras, o incluso, aislantes. Esta técnica permite evitar el uso de
bicristales haciendo que las uniones Josephson puedan situarse en lugares arbitrarios del
substrato aportando flexibilidad y aliviando enormemente el proceso de fabricacion [82].
Al no depender de bicristales, se pueden usar también otos substratos interesantes para

aplicaciones de radiofrecuencia como LSAT.

5. NanoSQUIDs aplicados al nanomagnetismo. Medidas experimentales

Las nanoparticulas magnéticas [65] y las texturas magnéticas en la nanoescala [122] son
muy relevantes para aplicaciones en electronica (discos duros, RAM magnética, dispositi-
vos basados en el efecto magnetorresistivo, spin valves...), la refrigeracion (desimanacion
adiabética) y la biotecnologia (imagen de tejidos y organos, resonancia magnética, tera-
pias contra el cancer, magnetotermia, drug delivery...). Ademas los espines individuales y
las moléculas magnéticas son muy prometedoras en aplicaciones tan importantes como la
computacion cuantica [59) [32], [I8], los sensores cuénticos [95] o la espintronica molecular
[13]. En esta Seccion repasaremos ejemplos en los que este tipo de fisica y aplicaciones ha

sido investigada por medio de sensores nanoSQUID E]

5.1.  Nanohilos magnéticos

Los nanohilos magnéticos han sido estudiados durante muchos anos por su potencial pa-
ra construir memorias basadas en dominios magnéticos [87], nano-resonadores para imagen
de alta resolucion [89] o actuadores [I10]. Las primeras medidas de nanohilos magnéticos
individuales fueron presentadas por Wernsdorfer et al. [I16]. Usando nanohilos de niquel
con didmetros de 40 — 100 nm, estos experimentos permitieron, entre otras cosas, confir-
mar el modelo de curling para la inversion del momento magnético. Segtn este modelo, en
nanohilos carentes de anisotropia magnetocristalina, la inversion se produce a partir de un
estado en el que los momentos magnéticos se curvan en una estructura de vortice, mante-
niéndose paralelos a la superficie del nanohilo. Este proceso suele nuclear en una pequena

region del nanohilo y después transmitirse rapidamente por toda la particula.

IExisten otros sensores denominados SQUID 1f en los que hay una tnica unién Josephson. En ellos,
el término SQUID es un abuso del lenguaje ya que no se produce interferencia de las funciones de onda
superconductoras. Estos dispositivos son poco utilizados a dia de hoy. En este trabajo nos centraremos en

medidas realizadas exclusivamente con SQUIDs dc.
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Figura 13: Proceso de fabricacion de un nanohilo de Co sobre una paleta de Cu. La primera imagen
muestra el nanohilo resultante. En la segunda imagen vemos cémo la punta del micromanipulador es
adherida a la paleta mediante un pequeno deposito de Pt-FEBID que actiia como pegamento. Finalmente
la paleta recortada mediante milling FIB es adherida de nuevo de tal manera que el nanohilo queda

fuertemente acoplado al anillo nanoSQUID.

En colaboracion con la Universidad de Tiibingen y el Laboratorio de Microscopias Avan-
zadas (LMA) de la universidad de Zaragoza también realizamos un extenso estudio de
nanohilos individuales de Co usando sensores nanoSQUID de YBCO. Estos nanohilos se
crecieron por medio de un haz focalizado de electrones (FEBID, del inglés, Focused Electron
Beam Induced Deposition) usando el gas precursor Cos(CO)s. La fabricacion de materiales
FEBID y FIBID es enormemente interesante para aplicaciones. Esta técnica permite crear
estructuras superconductoras, aislantes, metalicas y magnéticas, con formas arbitrarias in-
cluso fuera del plano, en complicadas estructuras tridimensionales [24] [73]. Sin embargo,
presenta un problema, el bajo contenido metélico de los depoésitos resultantes. Estos suelen
tener grandes cantidades de carbono y son propensos a la oxidaciéon. En el caso del Co, el
material depositado consiste en una matriz carbonosa con diminutos nanocristales de Co
amorfo. Estas propiedades pueden mejorarse controlando los parametros de la deposicion,
como la intensidad de corriente o la presion de gas precursor, pero siempre resultan en
contenidos relativamente bajos siendo dificil superar el 90 %. Una técnica interesante para
mejorar la cristalinidad y aumentar la pureza de las nanoparticulas de Co-FEBID consiste
en realizar un calentamiento controlado posterior al crecimiento [44]. Nuestro estudio per-
mitié analizar las propiedades magnéticas de estos nanohilos individuales, tarea imposible
de realizar utilizando otro tipo de sondas menos sensibles como Hall o MOKE.

Nos centramos en una serie de cuatro nanohilos calentados a temperaturas diferentes,
i.e., 150, 300, 450 y 600 grados (denotados 150-NW, 300-NW, 450-NW y 600-NW, respecti-
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vamente), ademés de un nanohilo sin calentar (que denotamos 0-NW). Las muestras tienen
longitudes de unas ~ 2 pym y radios 30 < r < 39 nm. Estos hilos fueron depositados en
la region mas sensible de sendos sensores nanoSQUID de YBCO. Para ello fue necesario
desarrollar una técnica de transporte que permitia crecer el nanohilo en la cAmara del mi-
croscopio de doble-haz sobre una paleta de Cu, calentarlo hasta la temperatura deseada
en la camara de otro microscopio, y, finalmente, colocarlo con precisiéon nanométrica cer-
ca del anillo nanoSQUID. Para esto tltimo se utiliz6 un nanoposicionador comercial (ver
Fig. . Los sensores que contenian los nanohilos fueron enfriados en un insert de tempe-
ratura variable que inclufa un rotador y permitia alinear el campo externo creado con un
imén superconductor para orientarlo paralelo al nanohilo (y, al mismo tiempo, paralelo al
plano del nanoSQUID y perpendicular a las uniones Josephson). En esta configuracion, el
campo magnético puede inducir la inversiéon de la imanaciéon del nanohilo que es captada
por el anillo SQUID sin interferir en su operacion.

La Fig. [[4 muestra diversas imagenes SEM de los nanohilos estudiados y los respectivos
ciclos de histéresis obtenidos a 4.2 K. Como puede verse, los ciclos tenian forma cuadrada,
como es tipico en particulas monodominio. La muestra 0-NW exhibia también una serie
de saltos intermedios, tipicos de muestras magnéticas amorfas y llenas de defectos, donde
las paredes de dominio quedan atrapadas. Los campos a los que se producia la inversion
del momento magnético (campo de nucleacion B,,) fueron consistentes con un modelo de
inversion tipo curling segtn el cual B, = kM,(\/7)?, con \g = \/m, M la
imanacion de saturacion, A el canje y £ = 3,39 para un cilindro infinito. En la practica,
los valores de B,, obtenidos para 0-NW, 150-NW y 300-NW fueron ligeramente menores
de lo que se esperaria en un curling puro debido a la nucleacién temprana de pequenos
dominios que posteriormente se propagan por el material, como es habitual en nanohilos
reales. Por otra parte, en el caso de 450-NW y 600-NW, los valores de B,, fueron bastante
mayores. Esto sugiere la apariciéon de un término extra de anisotropia magnetocristalina
debido, aparentemente, a que estos nanohilos recuperan su estructura cristalina con el
calentamiento. Esta suposicion esté apoyada por experimentos de HRTEM (del inglés, High
Resolution Transmission Electron Microscopy) que permitieron observar como aumenta la
cristalinidad de la muestra con la temperatura de calentamiento. Esto puede verse en los
insets mostrados en el panel superior de la Fig. [I4]y, con mucha mas claridad, observando

las transformadas de Fourier (FFT) de estas imégenes en la parte inferior de la Fig.
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Figura 14: Resumen de los experimentos realizados en la serie de nanohilos calentados a distintas tempe-
raturas. Los paneles centrales muestran las medidas nanoSQUID. Se muestran diversos ciclos de histéresis
obtenidos con nanohilos individuales a 4.2 K y los correspondientes valores de pureza estimados con el
apoyo de simulaciones numéricas. Ademés mostramos el comportamiento de B, promediado tras varios
ciclos de histéresis en funciéon de la temperatura. Los experimentos de HRTEM y la FFT de las imagenes
resultantes permiten observar el aumento de la cristalinidad de los nanohilos al aumentar la temperatura de
calentamiento. Los experimentos de EELS proporcionan informacion quimica sobre el contenido metalico
de las muestras y permiten también obtener un mapa espacial de los distintos elementos que lo componen

como el oxigeno y el Co.
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La senial total captada por el anillo SQUID (en unidades de @) nos permiti6 estimar la
pureza total de los nanohilos. Para ello fue necesario calcular numéricamente el factor de
acoplo de la particula magnética teniendo en cuenta su volumen y su posicion relativa al
nanoSQUID. Los valores obtenidos se aproximan muy bien a los valores de pureza estimados
en experimentos de EELS (del inglés, Electron Energy Loss Spectroscopy). Estos niumeros
pueden verse resumidos en la Fig.

Finalmente, realizamos también medidas a temperatura variable. En la Fig. puede
verse la evolucion de B, en funcion de la temperatura para todos los nanohilos. El valor
absoluto de B, disminuia siempre al aumentar 7T, como se espera tipicamente en un pro-
ceso térmicamente activado, pero lo hace de manera diferente para cada nanohilo. Resulta
muy interesante el caso de los nanohilos calentados a temperaturas intermedias. En estos
casos B, vs T exhibia saltos llegando, incluso, a aumentar con la temperatura. Este com-
portamiento se encuentra tipicamente en particulas con una contribucién importante de
especies antiferromagnéticas. El conocido fenémeno del exchange bias, hace que parte del
material ferromagnético quede fijo debido al fuerte acoplo con una capa antiferromagnética
adyacente. Esta contribucion antiferromagnética puede ser producida por la presencia de
especies de Co oxidadas. Por ejemplo CoO o Co304 con temperatura de orden Ty ~ 30— 40
K. Esta hipotesis es muy plausible como muestra el analisis quimico mediante EELS de los
nanohilos. Como se ve en la Fig. [[4] estas medidas mostraron claramente la presencia de
pequenas regiones ricas en oxigeno que podrian constituir nanoparticulas de éxidos de Co.
Para los nanohilos calentados a las temperaturas mas elevadas, el oxigeno desaparece casi
por completo, dando lugar al comportamiento esperado para un nanohilo préacticamente
cristalino.

En resumen, los nanoSQUIDs de YBCO nos ofrecieron informaciéon sobre la pureza, la
estructura cristalina, las vias de inversiéon magnética e, incluso, la presencia de especies oxi-
dadas en nanohilos magnéticos. Un aspecto importante es que la enorme sensibilidad de los
nanoSQUIDs permiti6 estudiar estos nanohilos de forma individual. Esto es tremendamen-
te interesante ya que evita la interpretacion de medidas realizadas con muestras de muchos
nanohilos. Més atn en este caso particular, debido a la imposibilidad de crecer una cantidad
suficiente de nanohilos que permitiera usar técnicas de caracterizacion comerciales.

La Universidad de Tiibingen junto con la Universidad de Basel utilizaron los nanoS-
QUID basados en uniones Nb/HfTi/Nb que introdujimos en la Seccion para el estudio
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de nanotubos magnéticos individuales. Nanotubos huecos de Ni [16] y Py [17] fueron estu-
diados combinando magnetometria nanoSQUID con medidas de torque realizadas usando
un cantilever. En el primer caso se observaron efectos adscritos a la formacion de estados
tipo vortice en distintos segmentos del nanotubo. En el segundo caso se observaron signos
distintivos de exchange bias que fueron adscritos a la presencia de una fina capa de material
oxidado en la superficie del nanotubo. El mismo grupo de la universidad de Basel, usando
un microscopio SOT realiz6 también imagen con resoluciéon espacial de la configuracion

magnética de nanotubos de CoFeB en distintos estadios de su inversion magnética [109].

Pt
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Figura 15: a: Esquema de configuracion de un vértice magnético. b: Ciclo de histéresis asistido por
nucleacion (a campo B,,) - desplazamiento (zona lineal con pendiente x) - aniquilacion (a campo B,) de

un voértice magnético.

5.2.  Vortices magnéticos

Los estados tipo vortice corresponden al estado de minima energia en estructuras mag-
néticas mesoscopicas como discos (didmetros de d ~ 100 nm - 2 pm y espesores de t > 10
nm). Este estado se alcanza para minimizar la energia dipolar de la particula. Para evitar
la creacion de cargas magnéticas superficiales, los momentos magnéticos se curvan en una
espiral (ver Fig. [L5h) que va en sentido de las agujas del reloj (CW, del inglés, Clock Wise)
o en el sentido contrario a las agujas del reloj (CCW, del inglés, Counter Clock Wise). En
el centro del vortice esta situacion no es sostenible y, para poder minimizar la energia de
canje, los momentos magnéticos salen fuera del plano definiendo la polaridad del nucleo del
vortice hacia arriba o hacia abajo. La nucleaciéon de vortices magnéticos durante un ciclo

de histéresis es facilmente distinguible por la presencia de dos l6bulos histeréticos que se
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corresponden a los procesos no reversibles de nucleacion-aniquilacion del vortice (ver Fig.
15b). Para campos magnéticos aplicados bajos, el vortice magnético se desplaza por el na-
nodisco en un proceso reversible y, por tanto, no histerético. La direcciéon de desplazamiento
del vortice depende de su circulacion, favoreciendo la region del disco cuya imanaciéon apun-
ta en la direccion del campo aplicado (ver Fig. ) Este comportamiento suele dar lugar
a una susceptibilidad lineal y un estado remanente con imanacién nula, i.e., con el vortice
centrado en el disco. Tanto los campos de nucleacién y aniquilaciéon como la susceptibili-
dad lineal dependen de la imanacion de saturacion del material (M;) y de la relacion de
aspecto del disco t/d. Los vortices magnéticos son muy atractivos para aplicaciones como
unidades ultra-estables de grabacion [88], nano-osciladores [91], o generadores de ondas de
espin coherentes [120)].

También fue Wolfgang Wernsdorfer el primero en observar inversiéon magnética a través
de estados tipo vortice en nanodiscos [I17]. Para ello se utilizaron particulas de Ni, Co,
y CoglZrgMogNiy de unos 200 — 1000 nm de diametro y espesor de ~ 50 nm fabricadas
a través de milling o técnicas de litografia por electrones. El nanoSQUID de Al o Nb se

fabricaba posteriormente junto a la particula, maximizando el acoplo.

Figura 16: Proceso de acoplo de un nanodisco de Py al anillo nanoSQUID. En la primera imagen puede
verse el sensor antes de la deposicién. En la segunda imagen el micromanipulador con la paleta adherida
se acerca al substrato. Aqui puede apreciarse bien la posicion del nanodisco (resaltada con una flecha)
respecto del SQUID. En la ultima imagen se ve la paleta pegada al substrato mediante tres parches de
Pt-FEBID.

Usando nanoSQUIDs de YBCO realizamos un extenso estudio de las propiedades de
vortices magnéticos estabilizados en discos de Py [70]. Los discos fueron definidos por FIB
milling a partir de substratos de Py depositados sobre membranas de nitruro de silicio de

200 nm de espesor. Los discos finales tenfan diametros de 500 nm —1,5 um y espesor de
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Figura 17: a: Imagen SEM de un nanodisco circular con d = 600 nm y ¢t = 60 nm y ciclos de histéresis
magnética obtenidos con un nanoSQUID de YBCO a distintas temperaturas. La forma de estas curvas
evidencia la nucleacién - desplazamiento - aniquilacion del vortice y permite estimar la magnitud de la
barrera de energia creada por la anisotropia de forma. b: Utilizando discos asimétricos como el mostrado
en la imagen SEM es posible demostrar control sobre la circulaciéon del vortice. Como se explica en el
esquema de flechas, la circulacion (y la consiguiente ubicacion del vortice) dependen del signo de B,,.
Esto se demuestra determinando B, experimentalmente para ciclos de histéresis completos [que producen
vortices CCW nucleados en campos negativos (B, ) aniquilandose a campos B,(CCW)| y ciclos de
histéresis incompletos [que producen vortices CW nucleados en campos positivos (B, ) aniquilandose
a campos B,(CW)]. Las diferencias entre B,(CCW) y B,(CW) experimentales se evidencian en funcién

de la temperatura.

~ 60 nm. Estas membranas se recortaron formando paletas de unas cuantas pm que fueron
posteriormente colocadas sobre el nanoSQUID usando un micromanipulador. Al igual que
hicimos para depositar los nanohilos de Co de la Seccion [5.1] esta técnica garantiza un
acoplo 6ptimo de los nanodiscos, que quedan situados a unos pocos ~ 100 nm sobre la
superficie del sensor (ver Fig. [L6]).

Las medidas nanoSQUID realizadas evidencian la formacion de vortices magnéticos y su
desplazamiento por el material a medida que el campo externo varia. Como puede verse en la
Fig.[T7h, los ciclos de histéresis obtenidos son prueba de ello. Realizando medidas a distintas
temperaturas vemos céomo los campos B, v B,, dependen de la temperatura, disminuyendo

a medida que aumenta 7. Esto es tipico de un proceso térmicamente activado sobre una
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barrera de energia creada, en este caso, por la anisotropia de forma (energia dipolar). Estas
medidas permiten estimar la magnitud de esta barrera Uy/kg ~ 10° K. Este niimero tan
elevado da idea de la enorme estabilidad del estado vortice, que es el estado fundamental
y Unico estado energéticamente posible en nanodiscos de estos tamanos.

La posibilidad de realizar experimentos en discos tnicos nos permitié demostrar una
interesante propiedad para aplicaciones, el control sobre la circulaciéon del vortice. Esto se
logra simplemente controlando el signo del campo magnético al cual se crea el vortice y
asumiendo un cierto grado de ruptura de simetria del disco. Por ejemplo, para un disco
incompleto con un lado plano como el mostrado en la Fig. [[7b. Como puede verse en el
esquema mostrado en la figura, para el caso de un vértice nucleado en un campo positivo
(i.e., <= campo disminuyendo desde el estado cuasi-uniforme), solo dos configuraciones son
posibles, denominadas CW(B,, ) y CCW(B,, ..). Es interesante notar que la ubicacion del
vortice en si mismo dependeré del sentido de circulaciéon. Atendiendo al diagrama naif de
flechas mostrado, vemos que el dominio magnético favorecido por el campo (rojo) es mayor
en el caso de CW(B,, ). Esta configuracion sera, por lo tanto, favorecida energéticamen-
te, como también hemos demostrado mediante simulaciones micromagnéticas. Lo mismo
sucedera para vortices nucleados a campo negativo (i.e., — campo aumentando desde el
estado cuasi-uniforme), donde la configuracion CCW(B,, _,) sera favorecida. Este efecto
puede demostrarse experimentalmente teniendo en cuenta que la energia magnética de la
particula y, por tanto B,, depende de la circulacion y de la ubicacion del nicleo del vortice.
De esta manera, realizando experimentos con un ciclo de histéresis completo obtendremos
vortices CCW nucleados en campos negativos (B, _,) aniquilandose a campos B,(CCW).
Por otra parte, para ciclos de histeresis incompletos obtendremos vortices CW nucleados
en campos positivos (B, ) aniquilandose a campos B,(CW). Las diferencias en los valores
B, de ambos tipos de curvas son facilmente apreciables en la Fig. lo que demuestra
inequivocamente el control sobre la circulacion de la imanacion.

En resumen, nuestras medidas permitieron demostrar la estabilidad del vortice magné-
tico frente a fluctuaciones térmicas. Ademas pudimos demostrar el control absoluto sobre
la circulacion de la imanacién, parametro que puede servir para almacenar informacion
en forma de bit clasico. Es interesante notar que las diferencias observadas en los campos
de nucleacion B,(CW) y B,(CCW) hubieran quedado enmascaradas en medidas realizadas

con muestras formadas por cientos de nanodiscos. Esto demuestra, de nuevo, la importancia
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de realizar medidas nanoSQUID que permiten caracterizar nanoparticulas individuales.

5.8.  Vortices nanoscopicos

La enorme sensibilidad de los nanoSQUID de YBCO también nos permitié observar los
vortices mas pequenios reportados hasta la fecha [72]. Para ello utilizamos nanoparticulas de
Co-FEBID, depositadas directamente en la superficie del sensor (ver Fig. ) Esta técnica
nos permitié crecer discos nanoscopicas desde tan solo d = 100 nm y ¢ = 35 nm hasta
tamanos de d = 200 nm y ¢ = 35 (debido a su reducido tamafio estos discos son méas bien
semiesferas). El momento magnético de las muestras es también considerablemente pequefio
debido a la reducida pureza del Co-FEBID depositado en estas condiciones (~ 60 %). Estas
particulas son tan pequenas que el estado vortice convive con el estado monodominio en
una situacién de bi-estabilidad, siendo uno de los dos el estado de minima energia y el
otro un estado metaestable. Para entender esto, realizamos simulaciones micromagnéticas
que nos permitieron obtener el diagrama de fases de los estados energéticos en funcion del
radio (r = d/2) y el espesor (¢) de particulas semiesféricas (ver Fig. [18)). Las dimensiones
de la particula se comparan con su longitud de canje \p = \/W ~ 5,9 nm para
el Co-FEBID. Como puede verse, las regiones I, II, y III corresponden a estados vortice,
monodominio contenido en el plano y monodominio fuera del plano, respectivamente. Estos
estados son los tinicos permitidos para la particula, es decir, cualquier otra configuraciéon
es energéticamente inestable. Sin embargo, existen también regiones de bi-estabilidad. En
la zona II’ el estado monodominio es el estado de mas baja energia mientras que el estado
vortice es metaestable. En la regién I’ ocurre lo contrario, el vortice es el estado de menor
energia y el monodominio es metaestable. En esta zona esperamos encontrar, por lo tanto,
los vortices mas pequenos que pueden estabilizarse a campo cero frente a fluctuaciones
térmicas.

El diagrama de fases muestra puntos correspondientes a distintas nanoparticulas de
Co-FEBID estudiadas con nanoSQUIDs de YBCO. P#1, P#2 y P#3 (que repasaremos
en la siguiente Secciéon exhibieron ciclos de histéresis cuadrados mientras que Discl,
Disc2 y Disc3 mostraron signos de nucleaciéon - desplazamiento - aniquilacion de vortices
magnéticos (ver Fig. ) Es interesante resaltar el hecho de que las simulaciones pre-
sentadas en la Fig. [I§ asumen una contribucién nula de la anisotropia magnetocristalina

(debido a que el Co-FEBID es policristalino) y una forma semiesférica perfecta. Con estas
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Figura 18: Diagrama de fases de una nanoparticula semiesférica en funcion de r y ¢,,44. El espesor magné-
tico tpqg se definira en la Seccién @ y corresponde al espesor del core magnético de la particula, estimado
a través de los resultados experimentales. Observamos tres regiones en las que sélo un estado magnético es
posible (representado esqueméaticamente). I: vortice. II: monodominio en el plano. III: monodominio fuera
del plano. Ademéas hay dos regiones de bi-estabilidad. II’ corresponde a un estado estable tipo monodo-
minio con el vortice metaestable mientras que lo contrario ocurre en I’. Los puntos coloreados indican los
valores 7 /tmqq Para los que se realizo la simulacion. Los puntos negros con barras de error indican diferentes

nanoparticulas de Co-FEBID descritas en el texto.

aproximaciones, las simulaciones numéricas predicen un ciclo de histéresis cuadrado para
particulas situadas tanto en la region II’ como en la I’ (que contiene a P#2, Discl, Disc2 y
Disc3). No nos es posible investigar experimentalmente el diagrama energético de P#2 ya
que los experimentos solo nos mostraron el estado monodominio pero si podemos obtener
mucha informacién de Discl, Disc2 y Disc3 donde pudimos observar la nucleacion de vor-
tices magnéticos ultra diminutos. Esto se debe probablemente a pequenas imperfecciones
en la particula o una pequena componente de anisotropia uniaxial de origen desconocido
que hacen que, experimentalmente, sea posible nuclear el vortice desde un estado saturado
al disminuir el campo. Esto puede verse mediante simulaciones numéricas anadiendo una
constante de anisotropfa uniaxial K, ~ 2 KJm™3 (que estimamos como K, = U/ Vinag

obtenidos experimentalmente en la Seccion [5.4]). Haciendo esto, logramos reconciliar los re-

99



sultados experimentales con las simulaciones como vemos en la Fig. [[9b. Los resultados de
estas simulaciones nos permiten también tener una idea de la configuracion magnética de
la nanoparticula al variar el campo. Esto se muestra en la Fig. [[9d para distintos estadios

del ciclo de histéresis de Discl resaltados en el panel b.
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Figura 19: a: Imagen SEM del nanoSQUID de YBCO donde se deposité Discl junto con una imagen
de microscopia de fuerza atomica (AFM, del inglés, Atomic Force Microscopy) de la particula. También
se muestra una imagen de holografia de electrones obtenida en un disco idéntico con d = 100 nm y
t = 35. b: Ciclos de histéresis experimentales junto con los resultados de simulaciones micromagnéticas.
c: Dependencia de los campos de nucleaciéon y aniquilaciéon con la temperatura. De aqui podemos inferir
que el campo B,y es positivo y, por tanto, el estado de minima energia de estas particulas es el vortice
magnético. d: Representacion de la dependencia espacial de la imanacién de la particula Discl durante su
inversion magnética. e: Esquema mostrando la dependencia de las barreras de energia para aniquilaciéon y
nucleacién del vortice en funcion del campo. Notar que los diferentes estadios de la inversion representados

en los paneles d y e estan indicados también en el panel b.

Los ciclos de histéresis experimentales (Fig. [I9p) muestran todos un estado remanente
con imanacion M # 0. Esto indica que el estado monodominio pervive al disminuir el campo
magnético desde la saturacion. Es decir, el campo de nucleacion observado al disminuir el

campo desde valores positivos (B, . ) es negativo, mientras que el campo de nucleacion
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experimental cuando aumentamos el campo desde valores negativos (B,, _,) es positivo. Este
hecho puede hacernos dudar de si el estado de minima energia a campo cero es realmente el
estado tipo vortice. Para demostrarlo nos basamos en lo siguiente. Las barreras de energia
para la aniquilacion (U,) nucleacion (U,,) del vortice varian con el campo aplicado. Para
entender esto resulta util fijarse en el esquema de la Fig. [[9e. La aniquilacion del vortice
a campo B, sucede cuando desaparece el minimo metaestable correspondiente al estado
vortice (i.e., U, ~ 0). Igualmente, la nucleacion tendra lugar cuando U, ~ 0. Definimos
By,ss €l campo para el cual U, = U, = Uy, que puede ser negativo (cuando el estado
monodominio sea el de minima energia) o positivo (cuando el estado vortice sea el de
minima energia). El signo de B,f; puede obtenerse realizando medidas en funcién de la
temperatura y determinando la dependencia de B,,(T) = ((Bn«) — (Bn-))/2y Ba(T) =
((Ba«) — (Ba—))/2, donde () indican promedio de los datos experimentales obtenidos en
30 — 50 medidas. Los resultados pueden verse en el panel ¢ de la Fig. para Discl y
Disc3. Ajustando estos datos a una ley de Kurkijarvi modificada obtenemos valores de
B, positivos para ambas particulas, confirmando el hecho de que el estado vortice es
el de minima energia posible. Esto se confirma también realizando imagen magnética a
temperatura ambiente, donde las fluctuaciones térmicas reducen la influencia minimo de
energia metaestable, haciéndolo casi despreciable. Para confirmarlo realizamos medidas
de holografia de electrones en particulas similares, que confirmaron inequivocamente la
presencia de vortices magnéticos ultra diminutos y estables (ver Fig. [19).

En resumen, las medidas nanoSQUID nos permitieron confirmar la existencia de vortices
magnéticos estabilizados en las nanoparticulas méas pequenas reportadas hasta la fecha, con
dimensiones de tan solo d = 100 nm y ¢ = 35 nm El espesor efectivo de las particulas es,
realmente, todavia menor, como veremos en la Seccion siguiente, alcanzando valores de
tan solo t,,,y = 20 nm. Estos estudios fueron posibles gracias a la enorme sensibilidad de
los sensores nanoSQUID de YBCO y a la posibilidad de realizar medidas bajo campos y
temperaturas variables, que nos permitieron estudiar experimentalmente la dependencia de

las barreras de energia con el campo aplicado.

5.4. Nanoparticulas magnéticas

Al igual que vimos en los ejemplos anteriores, las primeras medidas nanoSQUID con

particulas nanométricas monodominio fueron realizados por Wolfgang Wernsdorfer. En
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estos experimentos se consiguié observar importantes leyes del magnetismo como el modelo
Stoner-Wohlfarth para la inversion de la imanacion y el modelo Néel-Brown de relajacion
asistida térmicamente en nanoparticulas individuales de Co (25nm, 10° ug) [I15]. También
se consigui6 producir la inversion de la imanacién en nanoparticulas de Co de 20 nm asistida
por pulsos rf [106] y, més recientemente, se observaron los efectos del ezchange bias en una
particula de Co recubierta de 6xido CoO [58].

Como adelantamos en la Seccion precedente, los nanoSQUID de YBCO también nos sir-
vieron para estudiar nanoparticulas monodominio de Co-FEBID. En concreto, P#1, P#2
y P#3 exhibieron todas ciclos de histéresis cuadrados como puede verse en la Fig. 20p.
Ademas, P#1 y P#3 se encuentran en las regiones II" y II, respectivamente, del diagrama
de fases mostrado en la Fig. 18| 1o que nos lleva a pensar que su estado de minima energia
corresponde efectivamente al estado monodominio o cuasi-uniforme. En cambio, P#2 se
encuentra en la region I’. El estado de minima energia de esta particula es dificil de saber
pero, en los experimentos realizados, mostraba también indicios de exhibir una imanacion
cuasi-uniforme. En cualquier caso, pudimos también observar ciclos de histéresis a tempe-
ratura variable y, de ahi, determinar la dependencia con la temperatura de los campos de
nucleacion (B, ver Fig. 20p). Aplicando el modelo de Neél-Brown y la ecuacion de Kurki-
jarvi pudimos estimar las barreras de energia U, para la inversiéon del momento magnético
en estas particulas. Este parametro es importante ya que cuantifica la memoria magnética
de la particula y su estabilidad frente a fluctuaciones térmicas. También pudimos observar
la dependencia espacial de B, (ver Fig. ) Aplicando el campo magnético en distintas
direcciones dentro del plano pudimos observar la aparicién sistematica de dos campos de
inversion representados con puntos negros y azules. Los datos muestran una clara simetria
doble ligeramente inclinada (~ 8°) respecto a la direccion perpendicular a las fronteras de
grano) con una pequenia componente cuadruple (~ 98°). Esto refleja probablemente los
efectos de la anisotropia de forma de segundo orden y un término adicional de orden mayor
debido a no-uniformidades (especialmente en los bordes) de la particula.

Estos experimentos nos permitieron también entender mejor el proceso de crecimiento
del Co-FEBID. Gracias al conocimiento preciso de la ubicacién y tamano exacto de las
nanoparticulas, realizamos simulaciones numeéricas del factor de acoplo ¢, al nanoSQUID.
Combinando esto con la senal magnética total captada por los sensores, pudimos determi-

nar de manera precisa el momento magnético de las nanoparticulas y, de ahi, el volumen
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Figura 20: a: Imagenes SEM de los distintos sensores nanoSQUID de YBCO con las particulas de Co-
FEBID junto con distintos ejemplos de ciclos de histéresis obtenidos experimentalmente a distintas tem-
peraturas. b: Dependencia del campo de nucleacion B,, con la temperatura y valores estimados para las

barreras de energia Uy que separan ambas direcciones de imanacion. ¢: Dependencia angular de By, para

P#1.

magnético de las mismas V,,,q4. Este valor puede ser comparado con el volumen geométrico
Vgeo de las nanoparticulas, obtenido de las imagenes SEM. En todos los casos obtuvimos
Vinag < Vgeo, que implica la existencia de una capa no-magnética de unos ~ 20 nm de
espesor en la base de la nanoparticula. Interpretamos estos resultados de la siguiente ma-
nera. En los primeros estadios del crecimiento FEBID se produce una alta concentracion
de deposito de carbono. No es hasta que la particula ha alcanzado una altura considerable,
i.e., de unos ~ 20 nm que el Co comienza a cristalizar formando pequenos cristalitos o gra-
nulos dentro de la matriz carbonosa. Esta primera capa no es magnética y no contribuye
a la senal magnética de la muestra. El core magnético de todas las particulas estudiadas
(P#1, P#2, P#3, Discl, Disc2 y Disc3) es, por lo tanto, considerablemente menor de lo

que sugiere su tamano geométrico. Por ejemplo, la particula mas pequena estudiada en esta
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serie (P#3) tiene 50 nm de didmetro y una altura magnética estimada (,,,4) de tan solo
14 nm lo que resulta en un momento magnético de unos 10° pp.

En resumen, en este caso las medidas nanoSQUID de YBCO nos permitieron obtener
informacién relevante de los depoésitos de Co-FEBID, muy tutil para futuras aplicaciones.
Nuestros datos parecen indicar que, en los primeros estadios del crecimiento, el material
depositado es no-magnético (probablemente paramagnético), debido a una alta densidad

de carbono. Esta capa paramagnética alcanza una altura de unos 20 nm.

5.5.  Susceptometria ac e imanes moleculares

La dinamica de espines paramagnéticos es accesible mediante estudios de susceptometria
magnética y = OM /0B. Esta proporciona mucha informacion acerca de la anisotropia mag-
nética, los mecanismos de relajacion al equilibrio o transiciones de fase. La susceptibilidad
alterna se mide normalmente acoplando la muestra de interés a un circuito gradiométrico
(bobina secundaria) que es, por tanto, insensible a cualquier variacién del campo homo-
géneo, pero sensible a la senal magnética de la muestra. El campo de excitacién se crea
con una bobina (primaria) acoplada inductivamente al circuito secundario (ver esquema
en la Fig. ) Cuando el campo de excitacion es alterno, y tiene dos contribuciones, una
real }/ (en fase con el campo aplicado), y la otra es imaginaria x” (fuera de fase). La ven-
taja de esta técnica es que es posible hacer una deteccion lock in que permite facilmente
filtrar el ruido 1/f que, de otra forma, suele dominar la senal. Otra alternativa es el estu-
dio del ruido \/m que esta directamente relacionada con y” a través del teorema de
fluctuacion-disipacion [93]. El problema es que la susceptibilidad de pequenias colecciones
de espines o moléculas es, si cabe, todavia mas dificilmente accesible desde el punto de vista
experimental. Por ejemplo, el iman molecular mas arquetipico, el Mn;s, tiene un momento
magnético de unos ~ 20 pp. Sin embargo, a temperaturas de 1 K, esa misma molécula
exhibe una polarizacién magnética de tan solo ~ 0,007 up para un campo de excitacion de
unas 30 uT lo que hace que su deteccion sea un auténtico reto.

En colaboracion con el Centro de Investigacion en Nanociencia y Nanotecnologia (CIN2)
de Barcelona, fuimos capaces de detectar la diminuta senal producida por una monocapa
de moléculas de ferritina en un experimento de susceptibilidad magnética [66]. Para ello
utilizamos los microsusceptometros SQUID desarrollados junto con el PTB - Berlin y des-

critos en la Seccion [I.1] Las particulas utilizadas en este experimento fueron diminutos
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clusters de 6xido de Co de tan solo ~ 2 nm de didmetro (~ 12 up) sintetizados en el inte-
rior de apoferritina (ver Fig. ) La ferritina es la proteina encargada de la distribucién
del hierro en los seres vivos. Fue también protagonista de otro controvertido experimento
con microsusceptometros SQUID en el que se asegurd haber observado coherencia cuéntica
en moléculas de ferritina natural [6]. Esta molécula exhibe histéresis magnética en su for-
ma natural y es a menudo considerada un imén molecular (que definiremos mas adelante)
debido a su reducidisimo espin neto.

Nuestras moléculas fueron depositadas en la superficie del sensor, alcanzando un aco-
plo 6ptimo con el anillo SQUID. Para determinar la ubicacién de estas zonas resulta util
redefinir el factor de acoplo ¢, (eq. haciéndolo mas apropiado para un experimento de
susceptibilidad:

(35) be= 2,

Hi Tp
donde p; es el momento magnético inducido por un campo B, producido por el circuito
primario por el que circula una corriente ¢,. En la Fig. 21b mostramos un esquema donde
puede verse la dependencia de ¢, en funcién de la posicién respecto de la bobina primaria
y secundaria, siendo esta tltima el propio anillo microSQUID.

Las moléculas de Co-ferritina fueron depositadas exactamente en estas posiciones, con
resolucion nanométrica. Para ello se utiliz6 la técnica Dip Pen que utiliza una punta de AFM
(la “pluma”) para distribuir moléculas en solucion (la “tinta”) sobre un sustrato (el “papel”).
Esta técnica permite controlar también el namero promedio de particulas depositadas [9].
De esta manera se distribuyeron tres filas de gotas de tan solo ~ 1 um de didmetro en
las regiones mas sensibles del sensor. Cada una de estas gotas depositadas sobre Nb/SiOy
contenia unos 10°/10° moléculas de Co-ferritina (ver Fig. 21p). Medidas de AFM realizadas
sobre una muestra equivalente demostraron, ademas, que estas gotas contenian una tnica
capa de moléculas (ver Fig. ) Estas muestras fueron enfriadas hasta temperaturas de
unos pocos mK por encima del cero absoluto. La enorme sensibilidad de los microSQUID
unido al elevado acoplo conseguido permiti6é observar la susceptibilidad ac de esta muestra.
Ademas, pudimos comprobar como las propiedades de las moléculas de Co-ferritina se
mantienen intactas al ser depositadas en superficie. Fijandonos en las medidas de x’ vs
T mostradas en la Fig. vemos como la susceptibilidad muestra una dependencia clara
con la frecuencia para T' < 100 mK. Esto marca el inicio del bloqueo superparamagnético

de la susceptibilidad o, dicho de otro modo, los momentos magnéticos de las particulas no
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Figura 21: a: Esquema y dimensiones de una molécula de ferritina, la vasija en la que las particulas de
oxido de Co fueron sintetizadas alcanzando un tamatio de tan solo ~ 2 nm de didmetro (~ 12 ug). b:
Imagen SEM del sensor donde pueden verse las gotas que contienen las moléculas de Co-ferritina. Estas
gotas se han depositado en las regiones donde ¢, es maximo. Se muestra también una representacion
esquematica de la técnica Dip Pen utilizada para depositar las moléculas junto con la dependencia del
factor de acoplo en funcién de la posicion. c: Medidas AFM realizadas sobre una serie de gotas depositadas
bajo las mismas condiciones que las anteriores que demuestra que son, efectivamente, una monocapa. d:

Medidas experimentales de susceptibilidad magnética real llevadas a cabo en un refrigerador de dilucién.

son capaces de seguir las rapidas variaciones del campo de excitacion. Cuando el inverso
de la frecuencia de excitacién coincide con el tiempo caracteristico de relajacion de los
nanoimanes, se produce un claro pico de la susceptibilidad dependiente de la frecuencia.
Este efecto sirve también para estimar la memoria magnética de estas particulas pues el
bloqueo superparamagnético se debe a la existencia de una barrera de energia creada por
la anisotropia Uy /kg < 1 K.

Terminaremos esta Seccion hablando de imanes moleculares o SMM (del inglés, Single
Molecule Magnet). Los SMM son moléculas formadas por uno o varios atomos magnéticos

fuertemente acoplados entre si dando lugar a un espin efectivo, e.g., S = 10 en el caso del
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Mn;s. El comportamiento SMM se refiere normalmente a que la molécula presenta memoria
magnética, es decir, posee una anisotropia magnética intrinseca que le hace exhibir histéresis
o relajacion lenta a bajas temperaturas [I01], normalmente de unos pocos ~ K. Estas
temperaturas se han logrado aumentar recientemente llegando incluso hasta los ~ 80 K
[37] utilizando los llamados iones moleculares (SIM, del inglés, Single lon Magnet) basados
en lantanidos [77]. Sin embargo, la sintesis de SIM con memoria magnética a temperatura
ambiente, muy atractiva para aplicaciones, parece complicada. Por otra parte, la enorme
sencillez de estas moléculas, unida a sus interesantes propiedades cuanticas, convierten a
los SIMs en candidatos muy fuertes para actuar como bits cuanticos o qubits [32] [18].

Fijaremos ahora nuestra atencion en dos familias de SIMs con mucho potencial para
aplicaciones en tecnologias cuanticas. La primera familia consiste en un tnico atomo de
lantanido encapsulado en un grupo de polioxometalato, sintetizada por el Instituto de
Ciencia Molecular de Valencia (ICMoL). El campo de los ligandos creado por estos iones de
polioxometalato determinan fuertemente las propiedades del SIM proporcionando una via
de control quimico. Los lantanidos exhiben una elevada interaccién espin-orbita que, unida
al campo de los ligandos creado por los atomos circundantes, resulta en una elevadisima
anisotropia magnética intrinseca (e.g., ~ 500 K en el caso del ErWy, es decir, decenas
de THz). Sin embargo, al buscar materiales ttiles para tecnologias cuanticas actuales,
nos interesaran sistemas con anisotropias reducidas (< 10 GHz). Esto es asi ya que estas
tecnologias se basan en el uso de circuitos superconductores y electréonica de microondas
estandar. Por este motivo decidimos centrarnos en el ion Gd que presenta dos ventajas
importantes. La primera es que exhibe el espin electronico més alto de la tabla periddica S =
7/2. La segunda es que su momento orbital est4 anulado resultando, por tanto, en una nube
electronica esférica. La anisotropia final sera débil y dependera tinicamente de la capsula
de polioxometalato. Para investigar esto en més detalle estudiamos dos configuraciones
diferentes. La molécula GAW3, tiene forma de rosquilla y el ion Gd estéa sometido a una
simetria tipo Cs, mientras que el GAW;, estd compuesto por dos nubes de polioxometalato
dando lugar a una simetria tipo Cyy (ver Fig. ) Estas diferencias tendran consecuencias
dramaticas en la anisotropia y la dinamica de las moléculas.

Para verlo, realizamos experimentos de calor especifico y resonancia paramagnética
electréonica que nos permitieron determinar experimentalmente los parametros del Hamil-

toniano de ambos compuestos. En el caso del GAW3, se observé una anisotropia planar con
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un eje preferente en la direccion y. Por otra parte, el GAW, posee anisotropia uniaxial a
lo largo de la direccion z. En la Fig. 22h mostramos sendos diagramas de probabilidad del
espin S de apuntar en las distintas direcciones del espacio. Ademas, en ambos casos com-
probamos la existencia de términos no diagonales en el Hamiltoniano que mezclan estados
a ambos lados de la barrera permitiendo el efecto tunel de espin. Esto es especialmen-
te notable en el caso del GAW3q en el que los estados de espin permitidos corresponden
a combinaciones de las proyecciones cléasicas de S en las tres direcciones del espacio (ver
esquema de niveles en el panel c).

Realizamos experimentos de susceptometria ac usando pequenas cantidades de GAW3,
y GdWq en polvo depositado sobre la bobina captora de un microsusceptometro SQUID
utilizando grasa Apiezon. El sensor fue enfriado hasta ~ 13 mK inmerso en el bano de
He?-He? de un refrigerador de dilucion. Las medidas de ¥’ y x” mostraron sefiales claras de
relajacion lenta solo a temperaturas muy bajas < 1 K (ver Fig.[22p). Mostramos también los
tiempos de relajacion 7 obtenidos de estas medidas. La dependencia 7(T") resalta todavia
mejor las enormes diferencias en la dindmica de espin de ambas moléculas. Observamos
también como el tiempo de relajaciéon se aproxima bien al tiempo estimado de la teoria
clasica de relajacion espin-fonén para temperaturas 7' > 100 mK. Sin embargo, 7 se aleja
de esta prediccion haciéndose independiente de la temperatura para 7' < 100 mK. Por otro
lado, la susceptibilidad de equilibrio sigue la ley de Curie-Weiss x., o< 1/T hasta 1/Ty =
1/39 mK ~ 26 mK~! (ver inset en la Fig. ) Esto indica que el bano de espines es capaz
de “sentir” la temperatura del bafio de fonones hasta Ty = 39 mK donde tiene lugar una
transicion a un estado magnético ordenado mediado por la interaccién dipolar. Encontramos
también que, en este rango de temperaturas, i.e., 39 < T' < 100 mK, 7 coincide bien con las
tasas de inversion por efecto tunel derivadas de la teoria de Prokof’ev y Stamp [92]. Resulta
sorprendente que la relajacion al estado de equilibrio térmico ocurra a la misma velocidad
que el efecto ttinel de espin, un proceso que no involucra ningin intercambio de energia con
el bano fonénico. Ademas, el ordenamiento dipolar a 39 mK parece bloquear la relajacion al
equilibrio haciendo aumentar 7 enormemente como comprobamos también en experimentos
similares con el compuesto ErWy, [63]. Estos hechos intrigantes no tienen todavia una
explicacion clara y podrian estar relacionados con la emision colectiva de fonones. El efecto
ttnel permitiria a los espines visitar distintas configuraciones a una velocidad 77!. Algunas

de estas configuraciones dipolares serfan capaces de relajar eficientemente emitiendo un
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Figura 22: a: Vista esquematica de las moléculas GdW3o y GdW1g. El primero tiene anisotropfa planar
con eje facil y mientras que el segundo es uniaxial a lo largo del eje z como se esquematiza en los diagramas
de probabilidad de la derecha. b: Medidas de susceptibilidad ac real e imaginaria realizadas con el microsus-
ceptometro SQUID esquematizado en el inset. A la derecha se resume la dependencia térmica del tiempo
de relajacion 7 obtenido a partir de ajustes Cole-Cole de x'(f) y x”(f)- El inset muestra la susceptibilidad
de equilibrio x.q vs T evidenciando la buena termalizacion del bano de espines que es capaz de seguir la

ley de Curie-Weiss hasta 1/Tx = 1/39 mK ~ 26 mK~! cuando el orden dipolar bloquea este efecto. c:

Y

Esquema de niveles de energia para un campo By, .

= 10 mT aplicado en la direccién y. Dos estados son
accesibles con fotones de energia hw = 6,7 GHz y sirven para definir el qubit. El estado fundamental |g)
corresponde al espin apuntando mayoritariamente en la direccion y. El estado excitado |e) corresponde al

espin apuntando mayoritariamente en la direcciéon .

fonén de manera colectiva [63].

Ademés de estas interesantes observaciones, las medidas de susceptibilidad magnética
ac nos permitieron también verificar los niveles de energia de las moléculas. En el caso
del GdW3, obtuvimos valores muy prometedores para la implementacion de estos iones
como qubits de espin [67]. Esta molécula permite romper la degeneracion de los dobletes

fundamentales aplicando un pequeno campo de polarizaciéon de unos pocos mT a lo largo

109



Yy
bias

del eje y. Por ejemplo, aplicando B = 10 mT serviria para desdoblar estos niveles 2
GHz, mas que suficiente para garantizar la inicializacion del qubit al 99.99 % a 10 mK (ver
Fig. ) Bajo estas circunstancias, es posible definir los estados del qubit fundamental
lg) y excitado |e) accesibles usando fotones de fiw = 6,7 GHz, compatibles con resonadores
superconductores habituales para manipular y leer qubits. El acoplo magnético de qubits
GdW3g a circuitos superconductores se estudié también de manera teorica [47|. Estima-
mos que valores de ¢g/27 ~ 50 kHz por molécula serian alcanzables utilizando resonadores
superconductores coplanares. De hecho, utilizado radicales libres, hemos obtenido valores
experimentales muy esperanzadores que alcanzan g/2m ~ 1 kHz por molécula [36]. Estos
nameros subirian hasta G/2m ~ 200 MHz para cristales de GdW3. El acoplo debe com-
pararse con el tiempo de decoherencia (75) de las moléculas que normalmente se mide en
cristales donde las interacciones dipolares y la presencia de espines nucleares disminuyen
enormemente T5. Atn asi, se han obtenido valores muy prometedores del orden de T5 ~ 10
us en condiciones no-ideales. Esto hace pensar que los tiempos de decoherencia de moléculas
aisladas podrian alcanzar facilmente el rango de los milisegundos como, de hecho, ocurre en
defectos nitrogeno-vacante en diamante. De esta manera, el régimen de acoplo fuerte, i.e.,
g/2m ~ 50 kHz > 1/T5 ~ 1 kHz, seria alcanzable usando moléculas individuales. Por otra
parte, el GAW3 es enormemente interesantes porque también podria albergar un qudit, es
decir, tres qubits independientes [46]. Ademaés, esta molécula presenta una elevada entropia
magnética, lo que la convierte en una excelente candidata para refrigeraciéon magnética de
muy baja temperatura integrada en chips [71].

La segunda familia de SIMs que revisaremos consistia, realmente, en dos iones magné-
ticos acoplados formando un dimero. Buscdbamos un buen candidato para formar puertas
cuanticas o qugates de dos espines. Para ello, necesitdbamos dos qubits de espin diferen-
ciados y con cierta interaccion entre ellos. Una de las puertas logicas mas practicas es la
version cuantica de la puerta NOT controlada o CNOT. Esta, junto con las puertas de un
solo qubit rotacion (R) y Hadamard (H) forman un conjunto universal de qugates, capaces
de ejecutar cualquier operacién cuéntica. La puerta CNOT invierte el estado de un qubit
(diana) en funcion del estado del otro qubit (control). Su implementacion requeria aniadir
un requisito méas a nuestro dimero: la asimetria. Esto es complicado en la practica ya que la
naturaleza tiende a favorecer la simetria. En colaboracién con el Departamento de Quimica

Inorganica de la Universidad de Barcelona pudimos estudiar un dimero de iones Dy en el
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Figura 23: a: Molécula de Dys, los qubits tienen ejes de anisotropia magnética no colineares. El esquema
de niveles de energia muestra un ejemplo para operar la molécula como puerta CNOT cuéntica. Para
campos de polarizacion Byp;,s = 0,28 T y, usando fotones de la banda-X, es posible inducir la transiciéon
|01) — |00) mientras que las otras quedan prohibidas. En el inset se muestra una imagen 6ptica del proceso
de deposito Dip Pen de moléculas de Dys en el interior de la bobina captora del microSQUID junto con
una imagen AFM de la muestra resultante. b: Medidas de susceptibilidad ac vs T realizadas para una
muestra macroscopica y el deposito molecular fabricado por Dip Pen. Las medidas de AFM sobre este
altimo muestran que la altura maxima de la capa corresponde a 5 moléculas. Las medidas de x'(f) y x”(f)

obtenidas con la muestra cristalina y la capa molecular son formalmente idénticas.

que es posible combinar dos entornos de coordinacién bien distintos (ver Fig. R3p). Esto
hace que los espines exhiban anisotropias magnéticas diferentes dando lugar a un espectro
de excitaciones anarmonico. De esta manera, es posible seleccionar una transiciéon particu-
lar combinando un campo de polarizaciéon con la elecciéon de la energia de la radiacion. Por
ejemplo, para Bp,s = 0,28 T y usando fotones de la banda-X, i.e., 9.7 GHz, seria posible
inducir una tnica transicion que deja intacto al qubit control e invierte el qubit diana si y
solo si el qubit control esté en estado |0) (ver esquema en la Fig. 23h).

El dimero Dy, fue estudiado en detalle con nuestros microsusceptémetros SQUID usan-

do dos tipos de muestras: cristales macroscopicos adheridos a la superficie del sensor me-
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diante grasa Apiezon y capas moleculares depositadas en superficie mediante Dip Pen en
colaboraciéon con miembros de nuestro instituto. Las muestras masivas sirvieron, en primer
lugar, para determinar con precision la asimetria de la molécula a través de medidas de
susceptibilidad de equilibrio a muy bajas temperaturas [64]. En una segunda etapa, pudo
comprobarse como las propiedades del Dy, se mantienen intactas al ser depositados en
superficie. Para ello se us6 la muestra que contenia, tan solo, 5 capas moleculares de Dy,
como puede verse en las medidas AFM mostradas en la Fig. [23p. Las medidas de susceptibi-
lidad ac realizadas fueron formalmente idénticas a los datos de x'(f) y x”(f) obtenidos con
el monocristal (ver Fig. 23p). Estos experimentos demuestran la viabilidad de estructuras

para computacion cuantica basadas en iones moleculares en superficie.

6. Perspectiva

Hemos repasado la teoria detrés del funcionamiento de los sensores nanoSQUID para
poder entender su (todavia) escaso uso practico en el estudio de magnetismo en la nanoes-
cala. Hemos repasado también en detalle los ejemplos més relevantes de sensores y medidas
experimentales en los que he tenido la suerte de participar. Espero que el enorme potencial
de esta técnica haya quedado claro y que este trabajo sirva para que otros investigadores
la conozcan y la apliquen. Todavia queda mucho por hacer en este campo. Seria especial-
mente deseable explotar las capacidades de los sensores SQUID para operar en un amplio
ancho de banda que cubre desde el dc hasta el THz. Esto daria acceso al estudio de todo
tipo de procesos magnéticos: dc (inversion magnética asistida por fluctuaciones térmicas),
mili-microsegundos (velocidad actual de las cabezas lectoras magnéticas inductivas, tasas
de relajacion en espines moleculares y efecto ttnel), nano - 100 picosegundos (frecuencias
caracteristicas de excitaciones magnéticas y procesos de relajacion) hasta los picosegundos
(ondas de espin o dindmica inducida por laser). Existen distintas aproximaciones dirigidas a
este objetivo. Especialmente interesantes son la lectura dispersiva de sensores nanoSQUID,
las técnicas estroboscépicas basadas en la transiciéon del dispositivo al estado disipativo o
el acoplo directo de anillos nanoSQUID a circuitos de radiofrecuencia. Todas estas técnicas
requeriran de un importante esfuerzo para hacerlas accesibles a la comunidad cientifica

general y asi poder sacar el méximo partido de la magnetometria y susceptometria nanoS-

QUID.
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7. APENDICE: Otras aplicaciones del efecto Josephson

Este articulo se ha centrado en el uso del efecto Josephson para hacer deteccion ultra-
sensible de banda ancha de pequenas poblaciones de espines y nanoparticulas magnéticas.
En este apéndice repasaremos cuatro propiedades peculiares del efecto Josephson y sus
aplicaciones: el efecto Josephson ac, la fuerte no-linealidad de la inductancia Josephson,
la posibilidad de modular esta inductancia eléctricamente y la existencia de transporte

coherente de electrones desapareados.

7.1.  La union Josephson irradiada: el patron del Voltio

El modelo RCSJ nos puede ayudar a comprender el comportamiento de una unién
Josephson sometida a una excitacién ac (en voltaje o en corriente). Nos centraremos en el
caso de una union sobreamortiguada (5. < 1) que se polariza con una corriente alterna
sobre un nivel dc que aumenta desde cero, i.e., I = Ij.+1,.sen wg.t, donde I, es la amplitud
de la modulaciéon. Podemos imaginar cémo el potencial ondulado inclinado oscila también
entre dos valores correspondientes a [ = 4. + l,c € I = Iy — I, (ver inset en la Fig.
24h). Para valores de la corriente tal que I4. + I,. < I, la fase permanece atrapada en un
minimo del potencial y el voltaje resultante es V' = 0. Pensemos en lo que sucede en el
momento en el que I4.+ I,. > Iy. Bajo estas circunstancias, la particula quedaré atrapada o
se deslizara de manera alterna durante el periodo de oscilacion T, = 27 /w,.. Habra valores
particulares de V' donde el movimiento de la particula se sincronizara con la modulaciéon
sen wg.t, haciendo que la particula salte de un minimo metaestable al siguiente (dp = 27)
en cada periodo de oscilacion (0t = T,.). Es decir, el cambio de fase serd precisamente:

. Ody 27 2
I i N
Conforme aumente la corriente I, la particula serd capaz de saltar sucesivos pozos de

potencial. Podemos calcular el voltaje promedio para el caso general en el que la particula

salta n pozos:

V, = n%wa(z =n Jac .
27 483,6 GHz/mV

Para estos valores de V,, el movimiento de la particula estd sincronizado con la corriente

de polarizacion ac. Esta sincronizaciéon no ocurre para un tnico valor de I, sino durante
un intervalo de la variaciéon de I4.. La amplitud I,. determina el tamano de este intervalo

haciéndolo oscilar al aumentar I,..
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Figura 24: Caracteristicas IVC para una union irradiada con microondas en régimen sobreamortiguado
g g g
(a) y subamortiguado (b). El inset en el panel a muestra la modulacion del potencial ondulado inclinado

bajo corriente alterna.

Este comportamiento resulta en la aparicion de una serie de escalones en voltaje (ver
Fig. ) conocidos como escalones de Shapiro que son enormemente ttiles en metrologia
[102], 118]. Se suelen utilizar series de cientos de uniones Josephson sin resistencia de carga
operadas en el limite subamortiguado (S¢ > 1, ie., w. > w,) que producen curvas IVC
histeréticas donde los saltos de Shapiro cruzan el eje I = 0 (ver Fig. 24p). En este caso,
conviene ser cuidadosos con la eleccion de la frecuencia. Para obtener saltos de Shapiro
estables en el caso subamortiguado, es necesario que w,. > w,. También habra un limite
superior a la frecuencia ya que valores crecientes de w,. requieren valores crecientes de ..
Esto es asi debido a que la capacidad caracteristica de la unién acttia como un cortocircuito
para frecuencias demasiado elevadas. El hecho de que V,, dependa solo de constantes funda-
mentales y de la frecuencia de excitacion (que puede conocerse con muchisima precision),

convierte a la unién Josephson en un estupendo estandar del Voltio.

7.2.  Efectos cudnticos en circuitos Josephson: los qubits superconductores

El efecto Josephson es una manifestacion macroscopica de la naturaleza cuéntica de la
superconductividad. Existen ademés otros efectos, llamados efectos cuénticos secundarios,
que surgen de la naturaleza cuantica de los circuitos eléctricos en si mismos. Estos efectos
solo son observables a muy bajas temperaturas, cuando la energia térmica es menor que la
separacion entre niveles. Debido a la anarmonicidad del espectro energético de un circuito
Josephson y, trabajando a temperaturas lo suficientemente bajas, es posible observar y

explotar la cuantizaciéon de los niveles de energia. Esto ha dado lugar al desarrollo de
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qubits superconductores.

El Hamiltoniano de un circuito cuantico cuenta con una parte cinética K y otra po-
tencial U. La energia cinética se identifica con la energia de carga en un condensador. Es
decir, la energia de la carga extra en un electrodo del condensador con respecto al otro,
debido a la existencia de una diferencia de potencial (V' = @/C'). Consideremos una uniéon
Josephson subamortiguada con corriente de polarizacion I = 0. Cuando introdujimos el
modelo RCSJ vimos que este circuito equivale a considerar una particula de masa equi-
valente m = (h/2e)?C atrapada en el minimo de un potencial U; = E (1 — cosd). Asf,

escribimos la energia cinética como:

2

Cv2

Q ( h )2 1 p
2C ~ \2¢ Y/ 2(h/2e)2C ~ 2M
Podemos identificar facilmente el operador momento como (i/2¢)@ lo que nos permite

hacer el cambio de notacién:

0
—Q — ih—
Q "5
Finalmente, el Hamiltoniano de una sunple uniéon Josephson queda:
92
(36) H = —4Ec—— + Ej(1 — cosd),

062

con Eg = €%/2C la energia de carga de la union. De aqui, se deducen las relaciones de

conmutacion:
ol | o ]
(37) {(5, 2—@@] =1h, o bien, {277 0, Q] = 1h.

Es decir, la fase (o flujo) y la carga son variables conjugadas igual que la posicion y el
momento o la energia y el tiempo.

En vista del Hamiltoniano [36| podemos identificar dos regimenes.
Régimen de fase E. < Ej

En el régimen de fase predomina el término cosd. La minimizacion de este término se
consigue cuando la fase se aproxima a 6 = 27n, quedando fija y bien definida en un minimo
del potencial ondulado. Esto, inevitablemente, lleva a una gran indefinicion en la carga (ver

eq. . Esto se entiende también intuitivamente fijindonos en que la energia de carga es
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muy baja, es decir, los pares de Cooper pueden fluctuar facilmente entre ambos electrodos
superconductores.

En ausencia de corriente de polarizacién, la particula se encuentra atrapada en un
pozo sinusoidal. En primera aproximaciéon, podemos sustituir este potencial U; por una
funcién parabdlica. Esto resulta en una serie de niveles equiespaciados como en un oscilador
armonico B, = hw,(n + 3), donde, recordemos, fiw, = h %’;% = /S8E-E},. Estos niveles
corresponden a la particula oscilando con distintos valores cuantizados de la amplitud.
Ademaés, la altura del potencial es 2F ;9 > E.. Es decir, se tiene que la altura del potencial
es mucho mayor que la separacién entre niveles, i.e., 2E; > hw,. En una unién tipica
de Nb/AI-AlO,/Nb (donde la densidad de corriente critica es ~ 100 — 1000 A/cm? y la
capacitancia por unidad de 4rea es 107° F /cm?) la separacion de niveles expresada en grados
kelvin es v/8EcEjo/kg ~ 1 K. Es decir, trabajando con uniones Josephson a temperaturas
de helio liquido, tenemos que la separacion de niveles cuénticos es mucho menor que la
altura del potencial y que la temperatura, con lo que la descripcion clasica que hemos

hecho hasta ahora sera suficiente.

aC C,
e ¢ e B3
OEyg e 10 C Epo
I} %1 Ho B2
clle, EollcC c c
— —
q)ext Vg Vg
10) 10)
W 10y +11)

T 3
10y, IO |0y _ 0w, - IVBE“EJO

0 1 '8/2m 12 o/, 0 1 CV/2e O 1 CV/2e
a b c d

Figura 25: Representacion esquemética de distintos tipos de qubits basados en uniones Josephson y
sus respectivos niveles de energia. a: Union Josephson polarizada en corriente o qubit de fase. b: Anillo
superconductor interrumpido por tres uniones Josephson o qubit de flujo. c: Isla superconductora (caja de
pares de Cooper) acoplada capacitivamente a una fuente de voltaje o qubit de carga. d: Caja de pares de

Cooper cortocircuitada por un capacitor o qubit transmon.

Sin embargo, también es posible explotar la naturaleza cuantica y anarmoénica de la

uniéon Josephson simplemente polarizdndola con una corriente muy proxima a la corriente
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critica (ver Fig. ) De esta manera, la altura del potencial AU; ~ Ejo(4v/2/3)(1 —
I/ 10)3/ 2 se reduce considerablemente, haciéndose comparable a la separacién entre niveles
hw,; = VSEcE (1 — I1%/12)Y*. En uniones tipicas de Nb/Al-AlO, /Nb con dimensiones
laterales de 1 —5 pm se obtiene Ejo/h ~ 10*—10* GHz y E./h ~ 1072—10~! GHz. Es decir,
polarizando la union con corrientes 1/1; ~ 0,95—0,99, obtenemos hw,,; ~ 10 GHz con unos
AUy /hwy,; ~ 3 —5 niveles dentro del pozo de potencial. Ademas, con esto conseguimos que
la fase quede muy proxima al valor 6 ~ nmw/2 y que, por tanto, la inductancia Josephson
efectiva dependa muy fuertemente de 0. En este caso, la forma del potencial U; se aleja
mucho de un potencial cuadratico con lo que la anarmonicidad se maximiza. Esto resulta en
niveles de energia bien diferenciados lo que nos permite operar la uniéon como un sistema de
dos niveles (qubit de fase [76]), con la corriente de polarizacion como parametro de control.

Una version més sofisticada del qubit de fase es el qubit de flujo [85], que también opera
en el régimen E. < Fjy. Un qubit de flujo consiste en un anillo superconductor interrum-
pido por una unién Josephson o, en una version mejorada, tres uniones Josephson (ver
Fig. [25b). Dos de estas uniones son nominalmente idénticas mientras que la tercera es mas
pequena, resultando en una energia Josephson aF g y capacidad aC, donde 0,5 < a < 1.
Las diferencias de fase en las tres uniones estan ligadas por la condicién de cuantizacion
del flujo, lo que permite expresar el potencial en funciéon de dos diferencias de fase efectivas
0+ = (01 £ 92)/2, eliminando la dependencia de 3. Haciendo esto para ®.,;, = $¢/2, se
observa que el potencial bidimensional tiene forma de “cartéon de huevos” cuando lo repre-
sentamos en funcion de d, y 6_. Para el caso 0, = d_, U; toma la forma de un doble pozo
con minimos degenerados que corresponden a los estados clasicos de corriente circulante a
derechas o a izquierdas. En el punto de degeneracion ®.,; = /2, el efecto tinel cudntico
entre estados a ambos lados de la barrera resulta en la ruptura de la degeneracion. Se abre
un gap de energia A que separa el estado de superposicion simétrica de corrientes circulan-
tes y el estado de superposicion antisimétrica (estados tipo gato de Schrodinger, también
llamados sweet points). Estos estados forman un sistema de dos niveles muy conveniente,
ya que la derivada de la energia es nula en el punto de degeneraciéon, aumentando la in-
sensibilidad del qubit frente al ruido. En este tipo de qubits, el flujo externo actiia como

pardmetro de control.

Régimen de carga E. > Ej
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Cuando el tamano de la unién Josephson se reduce a la escala nanométrica (dimensiones
laterales ~ 100 nm), la energia de carga es mayor que la energia de acoplo Josephson entre
los dos electrodos. Bajo estas circunstancias, el termino dominante es 9/9¢. Es decir, en
este régimen, la minimizacion de la energia implica una funciéon de onda constante en
fase §. Ademas, todos los valores de la fase seran igualmente probables lo que nos lleva
a una situaciéon con una gran indefinicion en la fase. Como consecuencia, el niimero de
pares de Cooper en los electrodos superoconductores estara bien definido. Operando a
bajas temperaturas kgl < E¢ y usando uniones con resistencia mayor que el cuanto de
resistencia Ry = h/e* ~ 26 k(, el sistema se encontrara en el régimen de bloqueo de
Coulomb. Es decir, los pares de Cooper atravesaran la barrera de uno en uno.

En esta idea se basan los qubits de carga o Cooper Pair Box [I5] (ver Fig. 25k). Estos
qubits consisten en una pequena isla superconductora unida mediante una unién Josephson
a un reservorio superconductor. El tamano reducido de esta isla hace que la introducciéon o
extraccion de pares de Cooper individuales se traduzca en cambios de energia apreciables.
Ademas, la union se polariza en voltaje mediante un condensador. Este voltaje sirve como
pardmetro de control. Normalmente se usa un valor que permite trabajar en el punto de
de degeneracion o sweet point. Gracias al acoplo Josephson, la degeneracion clasica de los
estados con cero y un par de Cooper se rompe. Se abre asi un gap A entre los estados
correspondientes a las combinaciones simétrica y antisimétrica que representan los estados
del qubit de carga. Tipicamente, se emplean uniones con areas de ~ 100 x 100 nm? (C' ~
fF), resultando en F;y/h ~ E./h ~ A/h ~ 10 GHz.

Este tipo de qubits es muy sensible a pequenas fluctuaciones de carga, como las produci-
das por la presencia de electrones desapareados o cuasiparticulas. Para evitar este problema
se introdujo el transmon [54] (del inglés, transmission line shunted plasma oscillation qu-
bit). El transmon es un qubit de carga operado en régimen FE. < Ej. Esto se consigue
disminuyendo la energia de carga por medio de un condensador (interdigital) acoplado en
paralelo a la union (ver Fig. ), alcanzando valores tipicos de E./E ;o = 50. Este aumento
de la energia de acoplo entre estados de carga distinta hace que el desdoblamiento de niveles
entre las funciones de onda simétrica y antisimétrica se haga independiente del voltaje de

control e insensible al ruido de carga.
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7.3.  La inductancia no lineal de la union Josephson: amplificadores paramétricos

Un nino columpiandose en el parque mueve su cuerpo adelante y atras para ampliar el
balanceo. Este movimiento tiene como consecuencia la variacion de su centro de masas y, por
tanto, de la frecuencia caracteristica del columpio. El nino hace este movimiento al doble de
la frecuencia natural del columpio consiguiendo asi amplificacion paramétrica de la amplitud
de su oscilacion. Cualquier resonador que permite transitar energia entre variables (e.g.,
momento y velocidad o campo eléctrico y magnético) y, cuya frecuencia caracteristica puede
ser variada mediante un pardmetro externo, es capaz de producir amplificaciéon paramétrica.

Nos fijamos ahora en un resonador LC'ideal. La energia transita entre el condensador y
el inductor a la frecuencia caracteristica del circuito wyc = \/% Si anadimos disipaciéon en
forma de un resistor R en serie, mantendremos intacta la frecuencia caracteristica pero la
amplitud de oscilacién disminuira con el tiempo, segiin la tasa de amortiguamiento . Esto
puede cuantificarse con el factor de calidad del resonador Q = “£¢ = L&, Aqui, BW es
el ancho de banda, i.e., la anchura en frecuencia del méaximo de la resonancia en potencia
a media altura (1/4/2 en corriente). Un inductor o un capacitor modulable permitirfan,
por tanto, realizar amplificaciéon paramétrica usando circuitos LC. De hecho, los prime-
ros amplificadores paramétricos electronicos se basaron en el uso de diodos de capacidad
variable (varactores). Mas recientemente, el auge de las tecnologias cuénticas ha revivi-
do la necesidad de realizar amplificacion en el limite cuéntico. Ademas, los amplificadores
deben colocarse lo mas cerca posible de circuitos cuanticos superconductores operados a
unos pocos milikelvin, donde la potencia de un refrigerador de dilucién es capaz de disipar
solamente unos pocos W. Para superar estos obstaculos, nacen los amplificadores paramé-
tricos basados en uniones Josephson (JPA, del inglés, Josephson Parametric Amplifier) [5].
Estos dispositivos proporcionan ganancias modestas de 10 — 20 dB pero lo hacen a minima
potencia y, lo que es mas importante, sin anadir ruido a la senal. Teéricamente, un JPA
anade el ruido equivalente a 1/2 foton (de energia hw). En la practica, las pérdidas entre
el circuito y el JPA aumentan esta cantidad hasta 1 — 4 fotones. Este ntimero se debe com-
parar con el ruido introducido por amplificadores de estado sélido basados en transistores
de alta movilidad de electrones (HEMT, del inglés, High Electron Mobility Transistor) que
asciende a méas de 20 fotones. Considerando que las senales que se obtienen de circuitos
cuénticos superconductores son de tan solo unos pocos fotones, se comprende facilmente la

importancia del JPA y sus variantes.
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En la Seccion [2| vimos que una unién Josephson es un inductor no lineal dependiente

de la corriente:

(38) Ly(I) = Lo Lo

T cosd V1-12/12 ’

con Ly = %. Cuando I < I, esta relacion se reduce a L (1) ~ Ljo(1+3(1/1o)?), donde
se evidencia la relacion cuadratica L;(I) oc I?. Si conectamos dos uniones Josephson en
paralelo obtendremos una inductancia dependiente del flujo magnético (ver Fig. ) Si
nos centramos en el caso I < Iy y, considerando que la inductancia del anillo es mucho
menor que la inductancia Josephson (i.e., 8y, = L« 1), obtenemos:

7TLJD

(39) Lsq(®) =

Asumiendo una polarizacion en flujo de ®4./Py = 1/4 y variaciones pequenas del flujo
ac © < P, la eq. se puede aproximar a Lgg(®) ~ Ljo/v2(1 + 7®/®;), donde se
evidencia la relacion lineal Lgg(®) o< @. Estas dos ecuaciones nos revelan el potencial de
las uniones Josephson para producir amplificadores paramétricos criogénicos.

La Fig. 26p muestra un esquema basico de un JPA operado en reflexion. Una linea
de transmision se conecta directamente (o bien capacitivamente o inductivamente) a un
resonador LC' donde el inductor es sustituido por un SQUID. En ausencia de modulacion,
este circuito tiene una frecuencia caracteristica f sintonizable mediante un flujo. Es decir,
fo(®) puede afinarse utilizando un flujo dc acoplado al SQUID, proporcionando mucha
flexibilidad (ver Fig. 26p). La sefial que se desea amplificar (f;) se introduce por la linea de
transmision. La modulacion de la inductancia Josephson se consigue mediante una senal de
bombeo (f,) en forma de flujo magnético ac que atraviesa el anillo SQUID. Si la senal f
coincide con fy y bombeamos exactamente al doble de la frecuencia de resonancia, i.e., f, =
2fo, la energia sera transferida entre f, y fs, amplificando esta tltima (o deamplificando).
Es facil comprender que este proceso depende fuertemente de la fase entre f; y f, ya que
solo se obtiene amplificacion si el bombeo tiene lugar en el momento adecuado. Esto puede
entenderse si imaginamos el proceso de amplificaciéon como una modulacién periddica del
potencial de energia magnética en el inductor Uy (t) = I?Lgg(t)/2. Tal y como se representa
en la Fig. 26, la amplitud de oscilacion de una particula atrapada en dicho potencial se

aumenta si la inductancia comienza a crecer justo en el punto de méxima carga en el
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Figura 26: a: El flujo magnético que atraviesa un anillo SQUID permite modular su corriente critica
I.(®) y su inductancia efectiva Lgg(®). Cuando este elemento se coloca en paralelo a un condensador, se
obtiene un resonador de frecuencia fo(®) modulable. b: Esquema basico de un amplificador paramétrico
Josephson basado en modulacion de flujo (dos puertos). En un proceso de mezcla de tres ondas se bombea
aproximadamente al doble de la frecuencia caracteristica f, ~ 2fy. Un flujo magnético dc se utiliza para
afinar fo. Una alternativa seria utilizar una unién simple atravesada por una corriente que modula su
inductancia L;(I) o< I?. Esta dependencia cuadratica permite hacer amplificacién paramétrica bombeando
a la frecuencia caracteristica f, ~ fo en un proceso de mezcla de cuatro ondas. c: Esquema bésico de
amplificaciéon paramétrica en un potencial cuadratico. La energia se intercambia entre la componente
cinética y la componente potencial que se modula al doble de la frecuencia caracteristica, consiguiendo

la amplificacion de la amplitud de oscilacion.

capacitor (energia cinética méaxima, i.e., particula en el fondo del potencial). El maximo de
la inductancia debe corresponder al punto de minima carga en el capacitor (energia cinética
minima).

Existen infinidad de variaciones de este esquema fundamental que acabamos de pre-
sentar, denominado amplificador paramétrico degenerado coherente en fase. Cuando fs no
es exactamente igual a fy sino que se encuentra dentro de su ancho de banda, el circuito
también permite amplificar la senal, con la apariciéon extra de una banda lateral amplificada
(denominada idler). La condicion para obtener amplificacion es, en este caso, f, = fs + fi.

Este esquema no es coherente en fase y resulta en amplificacion de ambas cuadraturas con
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un ruido equivalente anadido de 1/2 fotéon. La ventaja del JPA coherente en fase es que
fs = fi de manera que las fluctuaciones de ruido en ambas senales estan correlacionadas
y se pueden hacer interferir destructivamente. Con esto se logra introducir cero fotones de
ruido en la sefial, con la desventaja de poder amplificar solamente una cuadratura (e.g., la
fase) y de requerir una electréonica mas elaborada para garantizar coherencia de fase entre
oy s

El uso de JPA estda muy extendido pero sufre de varias desventajas. La primera es
su operacion en modo reflexion que obliga al uso de circuladores criogénicos. Ademas, la
potencia de entrada esté enormemente limitada (< —110 dB) por el uso de uniones Joseph-
son. Por ultimo, el ancho de banda es enormemente reducido alcanzando solo unos pocos
~ 10 MHz. Para aliviar estos problemas, recientemente se han introducido los llamados
Josephson traveling-wave parametric amplifier. Estos consisten en una linea de transmision
altamente no-lineal, lo que se consigue utilizando un elevado niimero de uniones Josephson
en serie. Estos amplificadores son mas complicados de disenar y fabricar pero tienen otras
importantes ventajas como la direccionalidad (lo que permite evitar el uso de circuladores),
la potencia de entrada es ligeramente mayor que los JPA y, lo que es més importante el

ancho de banda alcanza varios GHz.

7.4. FEl término cosd: caloritronica coherente

En su derivacion original, Josephson utiliz6 el formalismo del Hamiltoniano de trans-
ferencia para calcular la corriente tinel en una unién débil tipo SIS. Esta aproximacion
utiliza una matriz de transicion para calcular las probabilidades de creacion/destruccion
de portadores de carga a ambos lados de la barrera, es decir, es una teoria microscopica.
Josephson obtuvo que la corriente que atraviesa una uniéon débil polarizada en voltaje V' a

temperatura T tiene tres contribuciones [118§]:
(40) IV, T,t) =1,(V,T)+ I;(V,T)seno(t) + I, (V,T) cos 6(t).

Aqui, I, es la corriente de electrones desapareados o cuasiparticulas. Este término es una
corriente continua y disipativa que se anula para valores de voltaje dentro del gap, i.e.,
|[V| < 2A/e. El segundo término es la supercorriente o corriente de pares de Cooper no
disipativa que ya hemos visto. I;(V,T') depende del voltaje aplicado a la union, exhibiendo

una singularidad para |V| = 2A/e llamada pico de Riedel. Esta corriente es distinta de
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Figura 27: Transporte de calor en uniones Josephson. La figura muestra la version térmica de un SQUID
(a) y una union Josephson alargada (b). En la parte superior se ven las imagenes SEM de los dispositivos
junto con el esquema eléctrico de medida. En la parte inferior vemos los patrones de difraccion térmicos

de ambas estructuras.

cero incluso para V' = 0 cuando 1,(0,7") = Iy, i.e., la corriente critica de la unién Joseph-
son. Finalmente, el tercer término es bastante especial. Al igual que [,,, I; se anula para
valores de voltaje dentro del gap, i.e., |V| < 2A/e. También implica transporte de cuasi-
particulas, es decir, es una componente de corriente disipativa. Al mismo tiempo depende
de la densidad de estados de los pares de Cooper y de la diferencia de fase invariante de
gauge a ambos lados de la barrera §(t). Este término se interpreta como la componente de
cuasiparticulas que atraviesan la barrera producto de la creacion/destruccion de pares de
Cooper. Por este motivo, conserva cierta coherencia de fase. La observacién experimental
de I; (y su signo) no estaba de acuerdo con las previsiones tedricas por lo que fue objeto
de mucha controversia cayendo posteriormente en el olvido.

En un experimento reciente [35, 69], pudimos observar la existencia de un efecto inti-
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mamente relacionado con el término cosd. En concreto, utilizamos el calor disipado por
las corrientes de cuasiparticulas en uniones Josephson. Para ello, fabricamos la version tér-
mica de un SQUID convencional y de una unién Josephson alargada y fuimos capaces de
observar la modulacién de la corriente de calor Q que viene dada, respectivamente, por las

siguientes ecuaciones:

Q=20 - 201 |eos (22)]

Sen7r<I>/<I>0> ‘

Q =Qup — Ql‘ ( 7d /D,

A diferencia del término I, la componente Q1 no se anula para V' = 0 y es, por tanto,
observable en un experimento en el cual la unién Josephson es polarizada en temperatura.
Ademas, el signo de @1 implica que una pequeiia porcion de la corriente de calor se transmite
del foco caliente al foco frio.

En el experimento, conectamos los dispositivos a un electrodo de temperatura conocida
(source) y a otro electrodo (drain) cuya temperatura se determiné in-situ utilizando ter-
mometros basados en uniones NIS (metal normal - aislante - superconductor). En el caso
del SQUID térmico, observamos una modulaciéon de la temperatura resultante en el drain
tipo Ty o | cos(m®/Pg)|, con ¢ el flujo magnético que atraviesa el anillo. En el caso de la
uniéon Josephson larga, se obtuvo un patréon de difraccion muy similar al conocido patrén
de Fraunhofer que resulta cuando la luz difracta por una rendija (7 o |[sinc(m®/®y)|, con
® el flujo magnético que atraviesa la union). Estos experimentos sirvieron para demostrar
el potencial de los circuitos Josephson para controlar el transporte de calor a temperaturas

criogénicas y dieron lugar al nacimiento de la caloritrénica coherente [31].
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Resumen

Estas notas constituyen un anexo del trabajo previo de los autores [AB2]. Aqui
se incluye la demostracion del reciente resultado de Yuansi Chen [Ch], en el que se
mejoran sustancialmente los resultados incluidos en [AB2|, y que fue simultaneo a su
publicacion. Se siguen las pautas de la exposicion hecha por Bo’az Klartag en [K], pero
manteniéndose dentro del esquema de demostraciéon utilizado en el anterior trabajo

[AB].

Abstract
These notes constitute an annex to the previous work by the authors [AB2]. We
include here the proof of the recent result by Yuansi Chen [Ch], in which the results
included in [AB2] are substantially improved, and which was simultaneous to its
publication. We follow the guidelines in the exposition made by Bo’az Klartag in [K],

but remaining inside the scheme of the proof used in our previous work [AB2].

1 Introduction

The Kannan-Lovéasz-Simonovits (KLS) conjecture is a major open problem in asymptotic
geometric analysis, which concerns Cheeger-type isoperimetric inequalities for log-concave
probabilities, i.e., probabilities g on R"™ of the form du(x) = e V@dr, with V : R* —

(—00, 0] a convex function. It was posed in [KLS| and can be stated in the following way:
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Conjecture 1.1 (KLS spectral gap conjecture). There exists an absolute constant C' > 0

such that, for any log-concave probability p in R"

(1) ut(A) > __¢ min{p(A), u(A°)}, for any Borel set A C R"

I Oovu”op

where " N
pt(A) = lim inf pA%) — u(4)

e—0 g ’

being A* ={a+z:a € A, x| <ce}, and ||Cov,||,p is the operator norm of the covariance

matrix of .

Given a log-concave probability measure ;1 on R", let us denote by v, the largest

constant such that

Vu
V HCOVHHOP

Let us also denote by 1),,, the infimum of the constants v, when p runs over all log-concave

ut(A) > min{u(A), (A%} for any Borel set A C R™.

probability measures on R"™. That is,
Y, = inf{e), : p is a log-concave probability on R"}.

Therefore, the KLS conjecture asks about the existence of a positive absolute constant
C > 0 such that 1,, > C for every n € N. Let us point out that it is well known that there
exists an absolute constant such that v, < C for every log-concave probability measure
and that the KLS conjecture and can be reduced to the setting of isotropic log-concave
probabilities, which are centered log-concave probabilities whose covariance matrix Cov,, is
the identity matrix.

In a recent article [AB2] in this journal, the authors presented Eldan’s localization
scheme and proved, in a unified framework, the two best known estimates for v,, which had

been proved by Eldan [E] and Lee & Vempala [LV]. It can be stated in the following way:

Theorem 1.1. Let 1), be the best constant such that for any isotropic log-concave probability

i in R™ the following isoperimetric inequality holds
put(A) >, min{u(A), u(A)}  for any Borel set A C R™.
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Then, there exists an absolute constant C' > 0 such that

C

min{c,, logn,nl/*}’

U =

where g, = \/sup EMHX] — \/ﬁ|2 and the sup runs over all isotropic log-concave random

vectors X in R™.

Simultaneously to the publication of [AB2|, Yuansi Chen improved the best known

estimate of 1,,, by proving the following theorem:

Theorem 1.2 (Y. Chen [Ch|). There exists absolute constants ¢y, co > 0 such that for any

isotropic log-concave probability p in R™ the following isoperimetric inequality holds

it (A) > ey exp (— cay/logn - loglogn) min{u(A), u(A°)}

for any Borel set A C R™.

This paper tries to be an Appendix to the aforementioned paper [AB2|, in which we
include the proof of Chen’s estimate in the framework developed there. The proof that we
present here follows the original idea appearing in Eldan’s seminal paper [E] (see also [E2]
for an exposition of the technique). The same idea was also used by Lee & Vempala in their
approach [LV] and also in our previous paper [AB2] . However the proof by [Ch| presents
some formal differences. Namely, he preferred taking expectations in the isoperimetric
inequalities rather than controlling how the measure of the individual 1/2-Borel sets evolves
throughout Eldan’s stochastical localization scheme. In order to get Chen’s result we mimic
the method used by Klartag [K]|, which uses a stopping time argument instead of the original
reiteration method by Chen.

2 Preliminary results

We will follow the framework developed in [AB2], which we recall here in order to improve
the readability of this annex. Nevertheless, we refer the reader to [AB2]| for more detailed

explanations.
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2.1 A first reduction

We already mentioned in the introduction that one can just consider isotropic log-concave
probability measures. It was also showed in [AB2] that it is enough to prove Conjecture
for isotropic log-concave measures with compact support. This condition ensured the
existence and uniqueness of solution on the system of stochastic differential equations con-
sidered in the proof (see below). One can reduce the class of isotropic log-concave
probability measures to consider even further, by also assuming that their supports are
contained in a Euclidean ball r,, BY of some large (but not “too large”) radius r,,. We state

it in the following lemma:

Lemma 2.1. There exists an absolute constant C' > 0 such that if for every isotropic

log-concave probability measure p with supp u C Cn®BY we have that
wu > C’m

for some C,, > 0, then, we have that

where ¢ is an absolute constant.
Proof. Let du(x) = e~V @) dx be an isotropic log-concave probability measure on R and let

eV X sy () da
fn5B§L eV dz

d/Ll =

Notice that, by Paouris’ inequality [BGVV] Theorem 5.2.1|, there exists an absolute
constant ¢ > 0 such that

5

/ e V@dy = pf{r e R™ : |z| >0’} <e .
R7\n®BY

Notice also that for any § € S"1 by Holder’s inequality and by Borell’s inequality, (see
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[IBGVV], Theorem 2.4.6])

1/2 12
/ (z,0)2e” V@ dr < / e V@ dy (/ (, €>4e_v(z)da:> < Cre.
R”\n®BY R™\n®BY "

Therefore, for every § € ™!

1

A S 1— Cle—cn5 S EM1<X, 9>2 S ﬁ ~
— e—¢cn

9

where A, B are positive absolute constants and then A < ||Cov,,|l,, < B. Thus, if we
take T € GL(n) such that dus(x) = duy(Tx), we have that supp puy € Cn®BY, where C
is an absolute constant. By hypothesis, for this absolute constant C' we can ensure that
Y, > C, and, consequently, v, > C,,.

For every integrable locally Lipschitz function g : R®™ — R such that E,g = 0 we have
that

E,.g eV@dr = |E,,g—E,g e V@ dy
M1 M1 w

5Rn 51N
n® By n® By

= ‘(/ g(x)e_v(x)> (1 —/ e_v(“)dx) - (/ g(x)e_v(x)dx) </ e_V(:‘)dx>‘
n>BY nSBY R™\n5B%} nSBY
1/2 1/2
S(Eu92)1/2 (/ e_V(m)dx> (/ e_V(””)) + (/ e_v(x)> </ ev(”)dx)]
n>BY R™\n5B%} R?\n5B%} nd>BY

o

< (Bugh) e e

] < 2¢73" (B,g%)Y? = 2¢72" (Var,g)"/2.

and

1/2
/ lg(z)|e”V @ dz < (/ e_v(‘”)dx) (Vaurug)l/2 < e (Varug)lﬂ.
R”\n®BY R™\n®BY

Therefore, taking into account the relation between Cheeger-type isoperimetric inequali-
ties and Poincaré-type inequalities, and the equivalence between the constants in different

Poincaré-type inequalities (see, for instance, [ABI, Theorem 1.11]), we have that for every
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integrable locally Lipschitz function g : R™ — R such that E,g =0

Eyulgl :Eu1|9|/53 e—V<I>dx+/R o 9(x)e" @ da

< Eulg — Byl e dx + By, g| eV @dz + / lg(x)le" P da
n5B§ TLSBS Rn\nng
< iEm Vg e V@ dr + 9¢—57 (Varug)l/Q +e (Vau“ug)l/2
wlil n®BY
c C C ¢
< iEuJV!]’ e V@ dx + 3675"5(Varug)1/2 < —1Eu\Vg] + 2em5n® (E”|Vg\2)l/2.
w#l n®BY w,tu ¢#

Since by Lee & Vempala’s result and the fact that 1), is bounded from above by an absolute

constant, there exist absolute constants such that

Co _cps _c5 Cs
—e 2" §03n1/4e 2 <y <

/l/],lt o /l/],llJ

and then, for every integrable locally Lipschitz function g : R® — R such that E,g = 0,

Ce

L

Eulgl < —=1lVgllls-

Therefore, since for every integrable locally Lipschitz function g : R® — R we have that
g1 = g—E,g verifies that E,g; = 0 and Vg, = Vg, we have that for every integrable locally
Lipschitz function g : R — R

Ce
Eu’Q - Eug‘ <

< Vlllso-
%IIH Il

Thus,
7% Z 07%1 Z C7Cn-

]

Remark 2.2. Let us point out that the same proof would work with any power of n larger

than % instead of n®.
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2.2  The general strategy

From now on, we will consider du(x) = f(x)dz to be an isotropic log-concave probability
measure such that supp p € Cn®BY where C' is the absolute constant in Lemma . Let
us recall that we consider Lee & Vempala’s choice in the system of stochastic differential

equations in Eldan’s localization scheme. That is,
(2) dCt = btdt + th, Co = 0

where W; a n-dimensional Wiener process and b, is the barycenter of the density f;(x) given
by

e(cf7$>_%|z|2f(x)
fRn €<Ctyx>7%|x‘2f($>dx

(3) filz) = by = /R afy(w)d.

The probability measure with density f;(x) will be denoted by p; and its covariance matrix
will be denoted by A;.

Let us recall that, given p an isotropic log-concave probability, our goal is to find two
values ©, C' > 0 such that for any Borel set £ C R" with u(E) = 1/2.

WE®\E) > C,

where E® = {e + 2 € R" : ¢ € E, |z| < O} is the O-dilation of E, in order to apply the
following proposition, which can be found on [AB2, Proposition 2.3|:

Proposition 2.3 (|M]). Let p be a log-concave probability on R™. Assume that there exist
two positive numbers ©,C > 0 such that

W(ES\E) = C
for any Borel set E € R™ such that u(E) = L. Then,

pt(A) > g min{u(A), p(A°)} for any Borel set A C R",

In order to control the probability of dilations of Borel sets, the following concentration

results for more log-concave than Gaussian probabilities (see [AB2, Proposition 2.4]) can
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be applied

Proposition 2.4. Let ¢ be a convez function ¢ : R — R and let t > 0. Assume that
dp(z) = e~ 0@ =zlel g

s a centered probability on R™. Then for every Borel set A C R™ such that

1

9
< A) < —
0 SHA) =75

we have
1 (A%> > ﬁ,
100
where D > 0 is a suitably chosen absolute constant independent of every other parameter

and APVt is the D/\/E—dilatz'on of A.
Remark 2.5. Notice that, due to the fact that

eleva) =41l f(2)dor
Jppn €031 £ () d

dp(z) =

1s more log-concave than the Gaussian probability, as a trivial application of both proposi-
tions,
i (A) > eVt min{ i, (A), e (A°)}, for any Borel set A C R",

where, a fortiori, 0 < ¢y < 1 is an absolute constant.

In the sequel E will denote a fixed Borel set in R™ such that u(FE) = 1/2. We introduce

the stochastic process

g5(t) = g(t) = ju(E) = [E fi@)de,  t>0,

where p; and f;(z) are defined by the system of stochastic differential equations and by
[@B). It is obvious that g(0) = 1/2, Vw € €, since fo(z) = f(z) for every w € Q. Besides,
(g(t))t>0 is a martingale (see [AB2, Section 4|) and for every ¢ > 0 the expected value of

g(t) is Epg(t) = 1/2.
Let T > 0 be a time to be precised later and notice that for any © > 0, since also
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(gre\k(t))e=0 is a martingale,

W(E\E) = |

E

f(z)dx :/ Ep fr(z)dx
O\E EO\E
=Ep / fr(z)dz = Epur(E® \ E).
EO\E
In order to apply the preceding propositions we will consider the event
G={weQ:|g(T)—-1/2| <1/4}.

By Proposition and the way that the densities f; are defined, we will have that there
exists some absolute constant D > 0 such that for w € G we will have pr(EP/ ‘/T) > 0.95
and therefore, by Markov’s inequality,

W(EPVTA\ E) = Eppr(EPYT\ E) > (0.95 — 0.5)P(G) = % P(G).

Hence, if we find 7', C; > 0 independent of E such that P(G) > C} then we will get that

pt(A) > Clﬁmin{u(A),p(Ac)} VA Borel set C R".

2.3  FEstimating the probability of G

In order to bound from below P{|g(T") — 1/2| < 1/4} by a positive absolute constant, for

a particular choice of a time 7', we recall that, as obtained in [AB2] Section 4|,

1 T T
oT) = 5 =olT) =0 = [ dgle) = [ (n.awy
0 0
where n, = | fi(z)(x — b;)dz, being f; the density of the probability measure p; defined

in (3).
The function g(t) is a martingale and so, by Dambis, Dubins-Schwarz theorem, [AB2,

Proposition 2.7|, we have that in distribution

g(T) — g(0) = W,
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where W, is a Wiener process and [g]r is the quadratic variation of g, which is,

T
lglr = / 2.
0

Hence, for any M > 0,

P{la(T) ~ 1/2] > 1/4} = B{{ Wiy, | > 1/4) < Pllghr > M) + B { amag, 3] > 1.

We will bound both summands from above for an appropriate choice of M. Taking into

account that for every ¢ > 0

e = " N = ¢ — b, i>d
il = (e 2y = [ o) (=00, 2 o
2
E {(—b, 1> _ <At£ £> a
S\/’“<“ T il Tad ) = V1

we have that

T
ol < / 1A, dt
0

and then
() e > 3y <2 { [, de > ar).

On the other hand, (—Wt) >0 18 also a Brownian motion and then, by the reflection

principle, [AB2, Proposition 2.6, we have

_ 1 1 = 1
P{max |W4 >1} SIP’{maX Wt>1}+]P’{max —Wt>—}

0<t<M 0<t<M 0<t<M 4

- 1 1
— I S
4P{WM>4}_4exp( 32M)

(5)

Hence

P{|g(T) — 1/2] > 1/4} < ]p{/OT 1 Adl,, dt > M} +dexp (-3%\4) |
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Our purpose is to find a suitable M > 0 and 7" > 0 such that we can ensure that
the latter upper bound on the probability of G¢ is strictly smaller than 1. We will take
M = 1/256. Then

Pl - 12> 12y < B{ [ > 2o ]+ des (-9

and, by showing that for an appropriate choice of T' the latter probability is bounded above

by %, we will obtain the desired lower bound on the probability of G.

3 Chen’s estimate on || A4;||,,

Let us recall that the main result, which allowed to obtain Theorem [I.I] by following the

described strategy, was the following:

Proposition 3.1. [AB2, Proposition 5.1] Given the system of stochastic differential equa-
tions , let Ay be the covariance matriz of the measure j; defined by . Let p > 2 be an
integer. Then

d(Tr{(AP)) = 6,dt + (v, dW,)

where 0; 1s an adapted, with bounded variation process, such that

& < CpPollognTr(AY) s, ifp>3
— | om(4p)*, ifp=2

and
o] < CpTr{ A F2 Vp>2,

where C' > 0 is an absolute constant and o2 = supE’ | X| — \/5’2 and the sup runs over all

1sotropic log-concave random vectors in R™.

In this section we present Chen’s improvement on Proposition |3.1] and some conse-

quences on the estimates of || A|,p-

Proposition 3.2. Given the system of stochastic differential equations , let Ay be the
covariance matriz of the measure p; defined by . Let p > 3 be an integer. Then

d(Tr(AD)) = 6,dt + (vy, dW;)
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where 6; is an adapted, with bounded variation process, such that

1 || Aello
8 < Cp* Tr(AY) min {E’ | ?;g d

where C' > 0 is an absolute constant and 1, is defined as in Theorem [1.1]

}, o] < CpTHAD) 5,

Proof. The estimate for |v;| is the same appearing in Proposition . We will follow the
ideas appearing in [K| in order to estimate J;. Let us recall that, after Lee & Vempala’s
result collected in Theorem , we know that 1, > nl—c/4 for some absolute constant C' and
that one trivially has v,, < C for another absolute constant C'.

According to the proof of Proposition [3.1],

n

d; < %p(P 1)) (@) Gl + D () () Rl

i=1 i)
0<k<p—2
1 - _ _
< ip(P —1) Z(aii)p ?[65s]” 42 Z ()2 |35
i=1 i)
0<k<p—2
<plp—1)D ()&l +plp— 1) (0a) (&)
=1 1<j
<plp—1) Y ()" 2l
ij=1

where (v;)~; is an orthonormal basis of eigenvectors of the covariance matrix A;, o;; =
a;;(t) = (A, v;), ordered in such a way that a;p > ag > -+ > auy, and §; are the
vectors 51] = 517](t> = Ellt <l’ — bt, UZ><ZL' — bt, Uj>(I - bt) € R™

Let, for any 1 < i < n, & be the symmetric matrix
fi = EMt(‘x — bt,Ui><fL' — bt) & (fL' — bt)

Then,
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Therefore,

Furthermore, since
& =& oB, (x—byv)(x—b) @ (& —b) =By (z — by, 0i)(x — ;) @ &(w — by)
and, for every 1 <i <n, E, (x — b;,v;) = 0 we have that

Tr(&7) = By, (x — b, vi) (2w — by, &(x — by))
= ]Em <$ — by, Ui> ((f - bt,fz»(x - bt)> - Euz <Z/ — by, Sz(y - bt)>)
< (by Cauchy-Schwarz inequality)

< \/Oé_u\/Varut@ — by, &i(z — by)).

Taking into account the well-known relationship of Cheeger-type isoperimetric inequalities
with Poincare’s inequality (see, for instance, [AB1, Theorems 1.1 and 1.8|) we have that

for any locally Lipschitz integrable function ¢ and any log-concave probability g in R"

CHC;Z;;“HOPE

for some absolute constant C' > 0. Besides, by Remark 2.5 for any locally Lipschitz

Var, g < L Vgl?

integrable function ¢

C
Vay g) < 7B, |Vl

Therefore,

1 [[Adlop

Var,, (x — b, &(z — b)) < Cmin { PR }Em |V {(z — b, &i(x — btm? .

Since

V{z — b, &z — b)) = (& + &) (@ — by) = 2&(x — by),
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we have that

Hence,

Z(Om‘)p*zTr(f% < C\/mm { 1, HAtHOp} o 3/2\/r§2

i=1

< (by Cauchy-Schwarz inequality)

1 [[Adlo - 3
C’\/mm{g, w%p Zafi Zap Tr(AE2)

i=1

IN

:C’\/mm{i,u‘é;g()p} Tr(Af)\Zozp 3T1“A§2

Now, since the matrix A, is diagonal in the basis (v;)}_; and the entry (&);; of the

matrix &7 is

n

2
(&)i5 =Y (B — by, vi) (x — by, vj) (x — by, vr)) ™ = |€5517,
k=1
we have that

Zozp 3Ty (A3 = Z afi a;;(& Z ol aﬂ|§w

1,j=1 2,j=1

For every 1 <i,j <n we have that of, *a;; < max{a? > o/ ?} < of? + ok ®. Thus,

’JJ

Zap 3TrAtfi2)§ia |§U|2+Zo¢ |§U|2—22a |§”|2—22ap (€2

4,j=1 i,j=1 4,j=1
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and then

Z(a/“)lﬂ *Tr(¢7) < C\/ {%, %} Zozp *Tr(&

i=1

where C' is an absolute constant. Therefore,

> (e 21v(e) < Canin { 7. 1w b
i=1 n

and

o <plp-1) Z(a“)p >Tr(¢?) < Cp®min { > ||/;t|2|op } Tr(AY),
i=1 n

where C' is an absolute constant. O]

Proposition 3.3. There exists an absolute constant ¢ > 0 and ng € N such that if Ty :=

2
Un , then for every p > 3 and every n > ngy, we have
logn
max Ep||A¢llop < 3 and max Ep( Tr(AP))YP < 3nl/P.
t€[0,T0)] t€[0,To]

Proof. First of all notice that, since v, is bounded from above by an absolute constant, we

C1 1/1721

m, where C' is the constant

can choose an absolute 0 < ¢; < 1/2 and take T} :=
appearing in Proposition [3.2]

Let us consider the stopping time 7(w) = inf {t > 0;[[A¢|lop > 2}. It is clear that, by
continuity, for w € Q and ¢ < 7(w), [|At]lop < 2. We define the following stochastic process

Xi(w) = Tr(A} (- (o))~ It is an It6 process. Indeed, dX; = Sedt + (v, dW;) where

{6t if t < 7(w) _ {vt if t < 7(w)
;= and v =

0, otherwise 0, otherwise .

fo<t<r(w),

525 = 5,5 < Op ETI(AP) Cp EXt

Since the latter inequality is trivially true if ¢ > 7(w) we have that it holds for every ¢ > 0.
It is clear that the stochastic process given by Z; = fot (vs, dWy) is a martingale and
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then EpZ, = 0. Hence the deterministic function EpX, verifies

d 2
%EPXt < C’pQw—%Eth a.e. t > 0.

Then, taking into account that Ep Xy = n and that 0 < ¢; < %, we have that for every
t € [0,Tp)

2Cp2 p2
EpXt S n exp ( wQ TO) S nexp (m

n

Optimizing for p = [40logn] we obtain
EpX, < nexp(logn) = n? vt € [0, Tp).
Therefore, since for this value of p and n > 3
Xrw) = Tr(ALVE™) > [|Ap 1 30108m = 23008, vt € [0, Ty

we achieve, using Markov’s inequality, that for every ¢ € [0, Tp]

n? > EpX, > / X,dP = / Xo(ydP > 200" Pl t > 7(w)}
{w:t>7(w)} {w:t>7(w)}
and then )
n
]P){Cd St > T(Cd)} < W’ Vit € [O,TQ]

Then, for every n > ng, for some ng € N

nl?
EIP’“AtHop §01W+2§3 YVt € [O,TO],

where we have used that, since we are assuming (as mentioned in Section that suppu C
Cn® By,

| Atllop = supE,, (x — b, 0)* < 4(diameter(supp ,ut))z = 4(diameter(supp u))2 < On'.
0
Besides, since for any p > 3,
|Addlop < (Tr(A) " < | Adljop™/”
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we have that
Ep(Tr(AP)) " < 30!/ Vie[0,Th.

O

ogn

2
Lemma 3.4. Let Ty = clwn as in Pmpositiong. Let Ty, Ty > 0 be such that 0 < T7 < Ty
and 0 < Ty <Ty. Then, for every p > 3 and n

ng, for some nyg € N, we have that

Ty 1
P Aillopdt > — » < 1536 T;
{/ 1A, _512}_ 1

T2 1 1/ T2 Cp
P Allopdt > — Y < 153607 [ Z2) T
([ vt ) <amn ()

Proof. By Markov’s inequality, since 77 < Tj and, as seen in Proposition a Ep[|Allop <3
for every ¢ € [0, Ty,

and

Ty 1 Ty T
P{/ | Allopdt > 53} < 512EP/ | A¢|opdt = 512/ Ez || A¢|lopdt < 153677
0 0 0

Consider the stochastic process H; = (Tr(A}))"/? which is an It6 process. Therefore,

by 1t6’s formula,

1 1 /1
dH, = = (Tr(AD)/P~1d(Tr(A})) + o (— - 1) (Tr(AD))P=2d[Tr(AD)], = nedt + dM,,
p P \DP
where, by Proposition dM; is a martingale with My = 0 and 7, is an adapted process

such that 7, < C2H,. Taking expectation we have

d d
EeH, < C%QEPHt & = log (EzHy) < C

|3

Integrating in the interval [T}, ¢] C [T}, T3] we deduce that for any 77 < t < T

£\
EpH: < EpHrp, (T) .

1

Taking into account that, by Proposition EpHz, < 3n'/?, for any value of p > 3, we
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obtain

Ts Ts Ts T> t Cp T2 Cp

Ep [ || Aillopdt < Ep Hydt = / EpH,dt < 3n'/? / (—) dt < 3nl/? (—) Ts.
Ty T T Ty

Hence, by Markov’s inequality,

T 1 T> T2 Cp
IP’{/ HAtHopdtzE}gﬁmp/ | Atlopdt < 153607 <T) Ts.

T() T1

4 Proof of Chen’s Theorem

In this section we complete the proof of Chen’s estimate of 1,,.

2

Proof of Theorem[1.3. Let Ty = clw” for some absolute constant ¢, as in Proposition
ogn

Cp

1
and let T} =Ty, p = ﬂ, and 15 = an 7@ TC for this fixed value of p and
loglogn 0

some 0 < a < 1 to be precised later.

There are two possibilities: either T < Ty or Ty > Ty. Assume first that T < Tj.

According to Lemma [3.4] and taking into account that v, < C' for some positive absolute

constant C', we have that

T> 1 Ty 1
P Aillopdt > — 3 <P Ayllopdt > — ¢ < 1536 T:
L Wt s b < B [ = 35 b < 1530
1

153602 _

< 15367, <
- 0= logn — 10

for every n > ng, for some ng € N.

Assume now that 7o > Ty. By Lemma [3.4] and taking into account that 1 + z < 2x
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whenever z > 1, we have

T2 1 To 1 T2 1
P Allopdt > — L <P Allgndt > — 5 + P Aylopdt >
{0t > s b <2 [ 1w > b o2 { [ > o5
T Cp T, Cp+1
<1536 [ To+n'/P (Z2) Ty, | =15636Ty |1+ n'/P | =
TO TO

A Cp+1 1
<3072Tyn'? (= = 3072 < —
= o (TO) “ 10
whenever n > nq, for some n; € N, by choosing 0 < a < 1 small enough.

Therefore, we can fix 0 < o < 1 such that there exists ng such that if n > ng

= A 1 L
P opdt > < —

By the arguments exposed in Section [2| we have that there exists an absolute constant

¢1 > 0 such that

Cp
Cp+1

w > /Ty > con/an” 2P<0P+1>T2(C”“) = cyy/an” wOD ——
(log n) 2(Cp+1)

Since this inequality is true for any isotropic log-concave probability whose support is

contained in Cyn°BY, where C] is the absolute constant in Lemma , we obtain that

Cp

Cp+1
Yo > ci/an” 2”(@’“)—0
(log n)2Cr+D
and then )
c n 2
tn > (eav/a) s = cs exp (— cg\/logn - loglogn),
ogn)2
which finishes the proof. m
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Nota Necrologica
Excmo Sr. D. Fernando Solsona Motrel

Académico Numerario

Maria de la Caridad Sanchez Acedo

Real Academia de Ciencias de Zaragoza

Zaragoza 3—6-1935 — Zaragoza 20-11-2020

Es para mi un honor glosar la figura de un gran hombre, cuya vida constituye un ejemplo
de entrega vocacional, con un gran sentido del deber, extraordinaria capacidad de trabajo
y generosidad.

Por todo ello, escribo estas lineas para resaltar su fructifera vida cargada de enorme hu-

manidad con especial afecto y gratitud, porque nada hay més agradable que rememorar y
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alabar a quien se respeta y admira, cuando ademas esta por medio la amistad que compar-
timos. Siempre conté con su apoyo incondicional y tuve la suerte de contar con su amistad
y excelente profesionalidad.

Fernando Solsona Motrel, nacié en Zaragoza y fue bautizado en la parroquia de San Pa-
blo, lo cual segiin el mismo afirmaba imprime caracter. Cursé sus primeros estudios en
los P.P. Escolapios y el bachillerato en el Instituto Goya de esta ciudad, con excelentes
resultados y un gratisimo recuerdo hacia sus profesores.

En 1952 inici6 los estudios de la Licenciatura de Medicina y Cirugia en la Universidad
de Zaragoza, que finaliz6 brillantemente con la calificacion de Sobresaliente. Doctor con
premio Extraordinario (1966), fue pensionado por el Gobierno de Italia en la Universidad
de Roma y por el Ministerio de Educaciéon y Ciencia en la Universidad de Aix-Marsella.
Comenzo6 su andadura académica en la asignatura de Terapéutica Fisica de esta Universi-
dad, bajo la direccion del profesor Marin Gorriz, como Interno pensionado y posteriormente
como profesor Ayudante de clases practicas. En 1966, obtuvo por oposicién el nimero uno
de médico especialista en Radioelectrologia de la S.S, y cuatro anos més tarde con una
solida formacion cientifica, ocup6 tras brillante oposicion la Catedra de Terapéutica Fisica
en la Universidad de Valladolid.

Desde 1974 hasta su jubilacion (2005), ejercio la direccion del departamento de Radioelec-
trologia y Medicina Nuclear del Hospital Miguel Servet, con espiritu de servicio, afdn de
perfecciéon, compromiso y rectitud, porque el quehacer hospitalario, junto con su familia de
la que se sentia orgulloso, han sido la razén de su existencia.

Hombre de gran empuje, trabajador incansable, con ansias de perfeccion y exigente consigo
mismo, introdujo en Espana técnicas como la ecografia o xerografia mamaria. Sus principa-
les lineas de investigacion estan dedicadas al estudio isotopico del tiroides, la enfermedad
de Hodgkin, el cancer rinofaringeo, los tumores infantiles y especialmente la patologia ma-
maria.

Supo transmitir a sus discipulos, sus profundos conocimientos e inmensa experiencia, ense-
nando un estilo profesional de compromiso y rectitud con calor y entusiasmo como maestro
y a la vez amigo sin condiciones. Sus ensenianzas son recordadas por generaciones de pro-
fesionales altamente cualificados, con calidad y calidez humana.

Fue generoso con todos, especialmente con sus pacientes, a los que se entregaba de corazén

profundamente convencido de su compromiso con el projimo, porque solamente una vida
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dedicada a los demés merece ser vivida. Supo conciliar con una entrega sin reservas, su
gran categoria como médico radidlogo y su gran humanidad que trascendia en todos sus
actos.

Siempre demostré una gran capacidad de trabajo, inteligencia extraordinaria, férrea volun-
tad, empeno y disciplina, reflejada en un extraordinario curriculum que resulta inabarcable
y dificil de sintetizar. Autor de casi 400 publicaciones cientificas, libros, ponencias y comu-
nicaciones en congresos. Impartié numerosos cursos y conferencias en centros nacionales y
extranjeros y recibié la medalla de las ciudades de Milan, Arcachon y Pau.

Su curriculum esté colmado de premios y distinciones nacionales e internacionales. Ingreso
como Académico en la Real Academia de Medicina de Zaragoza (1993). Posteriormente
ejerci6 como presidente de esta corporacion con total entrega y dedicacion, recibiendo el
ano 2015 el titulo de Presidente de Honor.

Anos mas tarde (14-2-2008) ingres6 como Académico de esta Real Academia de Ciencias
Fisicas, Quimicas, Exactas y Naturales, para ocupar la vacante del profesor Marin Gorriz
(medalla n® 23). Su discurso de ingreso sobre La Fisica también cura puso de manifiesto
su magisterio sobre la Radioterapia.

A esta tarea cientifica, hay que anadir su entusiasmo e incansable dedicacién a la promocién
de la cultura aragonesa. Impulsé actos culturales, conferencias y tertulias, como Presidente
del Ateneo de Zaragoza, Fundador del Instituto de Estudios Sigenenses Miguel Servet, Pre-
sidente de la Sociedad Dante Alighieri, Vicepresidente de la asociacion Amigos de la Jota
y Vicepresidente del Instituto de Bibliografia Aragonesa, demostrando su amor y entrega
por Aragon.

Su extensisima cultura y abundancia de conocimientos, le permitieron impartir conferencias,
redactar prologos de libros y publicar cientos de articulos y monografias sobre la jota, los
balnearios aragoneses y semblanzas de aragoneses insignes. De especial mencién, son las
monografias que se refieren a la biografia de aragoneses ilustres como Santiago Ramoén y
Cajal, Miguel Fleta y Miguel Servet.

En su ingreso como Académico en la Real Academia de Nobles y Bellas Artes de San Luis
de Zaragoza (2010), realizé un extraordinario estudio sobre La Medicina en la vida y en la
obra de Francisco de Goya.

Su labor como difusor de la cultura aragonesa, ha sido reconocida con numerosos premios

y distinciones entre los que cabe citar el de Académico de honor de las Artes del Folclore
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y la Jota de Aragon, junto con los premios Miguel Servet (1975), Baltasar Gracian (1975),
Ramon Pignatelli (1991) y Solera Aragonesa (1991).

En 1994 recibi6 la medalla de las Cortes de Aragén y dos afios mas tarde, el Ayuntamiento
de Zaragoza rotuld con su nombre una calle de la ciudad por su labor cientifica, profesional
y de difusion de la cultura aragonesa.

Fernando Solsona Motrel, paradigma de gran profesional, ha sido un trabajador apasio-
nado, polifacético, incansable, austero y emprendedor hasta su fallecimiento. Ha sabido
compatibilizar la actividad cientifica, profesional, y humanistica, por lo que ha merecido el
reconocimiento internacional en el campo de la Radiologia y la cultura.

Su vida constituye un ejemplo de entrega vocacional al estudio y al quehacer hospitala-
rio. Deja como legado una de las escuelas mas brillantes de esta disciplina, junto con su
entusiasmo y enorme contribucion en la defensa y difusion del patrimonio cultural de su
amada tierra aragonesa. Nos queda su obra y su recuerdo por su meritoria labor junto con
su ejemplo de vida.

En estas lineas escritas desde el corazon, con especial afecto y gratitud, quiero resaltar y
agradecer su enorme humanidad junto con su amistad incondicional, porque amigo es aquel
que te socorre en la adversidad.

En nombre de esta Real Academia y en el mio propio transmito con profundo afecto y
pesar mis sentimientos de condolencia a su esposa la doctora Dona Marfa Pilar Martinez
Comin, gran mujer y excelente companera, a sus hijos, nietos y demas familia.

Que viva entre nosotros la amable memoria de nuestro querido y admirado amigo. Que
Dios y Santa Maria del Pilar, como él decia con devocion, lo hayan acogido amorosamente,

junto a sus seres queridos, alli donde la luz y la alegria son eternas. Descanse en paz.
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Nota Necrologica
Excmo Sr. D. Emiliano Aguirre Enriquez

Académico Correspondiente

Andrés Pocovi y José Luis Simo6n

Real Academia de Ciencias de Zaragoza

Emiliano

Emiliano nos ha dejado recién cumplidos los 96. Emiliano nos ha dejado su [re[nombre, sin
necesidad de apellidos, grabado en la paleontologia y paleoantropologia espanolas. También
ha dejado, para todo el mundo cientifico, sus apellidos legitimamente ligados a la paternidad
del proyecto Atapuerca, que ha cambiado radicalmente todos los preconceptos europeos
referentes a los restos de los hominidos fésiles. Numerosos y emocionados homenajes y
recuerdos se han sucedido en la prensa y en las redes sociales, que dan muestra del enorme

aprecio personal y profesional del que gozaba.
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Emiliano Aguirre Enriquez (El Ferrol, 5 de octubre de 1925 — Madrid 11 de octubre de
2021) era académico correspondiente de la RACZ (Seccion de Naturales) desde 2002, pero
su vinculacién a instituciones aragonesas es muy anterior: su relacion “funcionarial” con
la UZ tuvo lugar en el periodo 1978-1982, al acceder a la catedra de Paleontologia; era
su primer destino como catedratico. Su experiencia en la docencia universitaria era ya
amplia, habiendo ejercido como profesor ayudante en la Escuela de Ingenieros de Caminos
(1965-66), visitante en universidades peruanas (1967-68), encargado de catedra en la UAM
(1969-70) y agregado en la UCM (1971-74). Desde este ultimo puesto obtuvo plaza de
investigador del CSIC vinculada al Museo Nacional de Ciencias Naturales, sin cortar con
la docencia universitaria. En ese momento daba también otro giro a su vida, este el plano
personal, tramitando su secularizacion después de tres décadas en la Compania de Jests y
contrayendo matrimonio con Carmen Bule.

Su época vinculada a la Universidad de Zaragoza arranca en el periodo més destacado
de su madurez investigadora, al coincidir con el inicio de la andadura del proyecto Ata-
puerca. Un par de anos antes, un doctorando (Trinidad Torres, ingeniero de minas) que
investigaba el oso cavernario puso en sus manos muestras procedentes de los depositos
cuaternarios de la vieja trinchera del ferrocarril de la Sierra de Atapuerca. Emiliano se
percaté de que contenian restos probablemente humanos. A partir de este hallazgo empe-
z6 a esbozar el proyecto Atapuerca, que empezo sus actividades en 1978 con un equipo
en el que se integraron como voluntarios los estudiantes de Zaragoza encandilados por su
propuesta. Este fue, para algunos de ellos, el inicio de una excelente carrera investigado-
ra (por ejemplo, para Gloria Cuenca o Enrique Gil; (https://dejadmevivir.blogspot.
com/2011/11/memorias-de-atapuerca-con-emiliano.html). Actualmente dicho equipo
sigue plenamente activo, esté integrado por unos 300 especialistas de 22 nacionalidades y
una treintena de disciplinas. El proyecto fue merecedor del Premio Principe de Asturias
en 1997 (https://www.atapuerca.org/es/atapuerca/Proyecto-Atapuerca). En 2000,
la UNESCO reconoci6 los yacimientos de Atapuerca como Patrimonio Cultural de la Hu-
manidad, hecho que consolid6 su condicién de referente mundial para la paleoantropologia
y propici6 la creacion del prestigioso Centro Nacional de Investigacion sobre la Evolucion
Humana (CENIEH), inaugurado en Burgos en 2009.

La aludida capacidad de Emiliano para encandilar — seducir — entusiasmar no solo se cernia

sobre sus estudiantes. Entre los veteranos de la Seccién de Geologicas se recuerda que, a
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principios de su incorporaciéon a Zaragoza, dio una disertacion sobre “el estado del arte”
en la investigacion de los hominidos foésiles en un seminario del Edificio Interfacultades.
Llegdé media hora antes que la audiencia para preparar los audiovisuales: la gran pizarra
verde oscura y tiza blanca (ni folios, ni libreta, ni fichas, ni filminas). Cuando los asistentes
estuvieron acomodados, la pizarra estaba completamente llena de nombres de especies, lo-
calidades, investigadores, edades, centros, etc., junto con algunos trazos para correlacionar,
agrupar o destacar algunos elementos, aparte de otros pequenos detalles graficos. Para la
mayoria de los presentes la explicacion de aire enciclopédico y universal, con anecdotario
de vivencias propias (Nubia, 1963; Sudafrica y Kenia, 1968, con L. Leakey; etc.). Aquella
pizarra mereceria haberse conservado y, por supuesto, con mejor suerte que la de Einstein
de 1923.

Fuera de la Universidad también se le reconoce la capacidad para entusiasmar y encauzar
pasiones. Se le reconoce una permanente buena disposiciéon para impartir conferencias y
apoyar actividades divulgativas para auditorios de distintos niveles, invitado por su pres-
tigio y por un interés social creciente hacia la antropologia y la evoluciéon de nuestros
ancestros lejanos. Acerca de los variados niveles de los auditorios a los que tuvo que di-
rigirse, es ilustrativa la conocida anécdota de haber sido presentado para un acto como
gran antropofago. Su contribucion a fomentar el interés y entusiasmo por la paleontologia
ha tenido resultados admirables en Ricla. Aparte de fomentar las buenas practicas entre
los aficionados, se le reconoce el apoyo a la Asociacion Cultural Bajo Jalon para llegar a
la organizacion, a finales de los 80, de las Jornadas Aragonesas de Paleontologia, de gran
relevancia nacional e importantes lazos internacionales, y que lleva ya 13 ediciones bienales.
Los académicos correspondientes L. Sequeiros y E. Linédn han estado muy implicados en la
organizacion de las Jornadas de Ricla, y Emiliano siguié también participando asiduamente
en ellas.

En 1982 dejo la catedra de Zaragoza por traslado a la UCM, que a su vez dejo en 1984
para pasar a Profesor de Investigacion del CSIC vinculado al Museo Nacional de Ciencias
Naturales, donde fue director entre 1985 y 1986. En 1990 optd por la jubilacion, lo que le
permiti6 liberarse de ciertas formalidades, pero no rebléd frente al trabajo y los compro-
misos. En 1991 dejo la direccion del Proyecto Atapuerca en manos de sus experimentados
colaboradores J. L. Arsuaga, J. M. Bermidez de Castro y E. Carbonell, que desde enton-

ces permanecen como codirectores. Mientras, sobre Emiliano cay6 una avalancha de actos
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de reconocimiento, homenajes e inauguraciones que exigian su participaciéon y presencia.
Vale la pena acceder al emotivo obituario de Antonio Rosas (https://estoeshoy.com/
2021/10/12/emiliano-aguirre-figura-clave-de-la-paleontologia-humana/), la do-
cumentada biografia de Lucia Villaescusa (https://webs.ucm.es/info/arqueoweb/pdf/

13/villaescusa.pdf), y también visitar su entrada en Wikipedia.

Descanse en paz su espiritu y que su luz siga alumbrando a muchas generaciones,

Zaragoza, marzo de 2022
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Actividades de la Real Academia de Ciencias Exactas,
Fisicas, Quimicas y Naturales de Zaragoza

durante el ano 2021

Sesiones y actividades corporativas

La Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas, Quimicas y Naturales de Zaragoza (en
adelante Academia) durante el ano 2021 ha celebrado 5 sesiones plenarias, dos de ellas

ordinarias y tres extraordinarias.

Debido a la situaciéon de la pandemia causada por la COVID, las sesiones ordinarias
se desarrollaron de modo teleméatico. La primera de ellas se celebrd el 6 de mayo y en
ella se aprob6 proponer al académico correspondiente Efim Zelmanov (Universidad de
California, San Diego), junto al profesor Victor Kac (M.I.T.), para el Premio Fronteras
del Conocimiento, en la categoria de Ciencias Béasicas. La segunda sesiéon ordinaria tuvo
lugar el 20 de octubre.

La primera sesion extraordinaria se celebro el 27 de mayo en el Aula Magna de la Facultad
de Ciencias, a las 19:15 horas, pudiendo ser seguida de manera telemética. En ella tuvo
lugar el ingreso del académico Sr. D. Manuel Asorey Carballeira, que recibi6é la medalla
numero 18, siendo contestado su discurso de ingreso por el académico Sr. D. José Fernan-
do Carinena Marzo. En la segunda sesion extraordinaria, celebrada el 1 de diciembre a
las 19:00 horas en la Sala de Grados de la Facultad de Ciencias, se entregaron los Pre-
mios de Investigacion 2021 a las investigadoras propuestas por las secciones de Exactas:
Sra. Dna. Esther Pueyo Paules, y Fisicas: Sra. Dnia. Marfa José Martinez Pérez. La tercera
sesion extraordinaria se celebré el 15 de diciembre, a las 19:00 horas, en la Sala de Grados
de la Facultad de Ciencias. En ella tuvo lugar el ingreso de la académica Sra. Dnia. Gloria

Cuenca Bescos, dandole réplica el académico Sr. D. Juan Pablo Martinez Rica.

Altas y bajas de académicos numerarios, de honor y correspondientes

Bajas, por fallecimiento, de académicos de honor:

D. José Longas Pellicena, académico de honor de la seccion de Naturales desde el 10 de
junio de 2020, fallecido el 17 de mayo.

Ingreso de académicos numerarios:

El 27 de mayo el académico electo Sr. D. Manuel Asorey Carballeira presenté su discur-
so de ingreso “FEdad de oro de la cosmologia”, recibiendo la medalla nimero 18, siendo

respondido por el académico Sr. D. José Fernando Carinena Marzo.
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El 15 de diciembre la académica electa Sra. Dna. Gloria Cuenca Bescos presentd su dis-
curso de ingreso ““; Humanidad vs. diversidad? Una perspectiva con roedores fosiles”, reci-
biendo la medalla ntimero 38, siendo respondido su discurso por el académico Sr. D. Juan

Pablo Martinez Rica.

Financiaciéon

En el ano 2021 los premios de investigacion se financiaron a través del convenio con la
Fundaciéon San Valero y las publicaciones de la Academia a través del Decanato de la

Facultad de Ciencias. No han existido otras fuentes de financiacién.

Publicaciones de la Academia

Se ha publicado el volumen 75 de la Revista de la Academia de Ciencias de Zaragoza,
correspondiente a 2020. También se han publicado los discursos de ingreso del académico
Sr. D. Manuel Asorey Carballeira, y la respuesta al mismo del académico Sr. D. José Fer-
nando Cariniena Marzo, y de la académica Sra. Dna. Gloria Cuenca Bescoés, y la respuesta

al mismo del académico Sr. D. Juan Pablo Martinez Rica.

Organizacion de conferencias y eventos

La Academia durante 2021, y tras el paron forzado por la pandemia, ha organizado un ciclo
de divulgacion cientifica de tres conferencias que se desarroll6 en otono en las instalaciones
de la Obra social de Ibercaja del Patio de la Infanta, ¢/ San Ignacio de Loyola 16, a las
19 horas.

Ciclo de conferencias: “Quimica y sociedad”

Organizado por la Seccion de Quimicas, el ciclo se desarrolld con los titulos de conferencias

y protagonistas siguientes:

28 de octubre: FEncapsulacion de farmacos para una medicina mds eficiente, impartida

por Ramén Gonzalez, de la Universidad Complutense de Madrid.

11 de noviembre: El envase alimentario, un reto quimico presente y futuro, impartida

por Cristina Nerin, de la Universidad de Zaragoza.

25 de noviembre: Quimica y mujeres, impartida por Maria Pilar Goya Laza, del Insti-
tuto de Quimica Médica del CSIC (Madrid).
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Premios de investigacion de la Academia

Cumplidos los tramites exigidos de entrega de un articulo de su a&mbito y especialidad
para su publicacién en la Revista de la Academia, en la sesion extraordinaria de 1 de
diciembre se procedi6é a la exposicion de los trabajos y a la entrega de los Premios de

investigacion de la Real Academia de 2021 que correspondieron a:

Por la Seccion de Matematicas: Sra. Dna. Esther Pueyo Paules, Profesora Titular de la Es-
cuela de Ingenieria y Arquitectura de la Universidad de Zaragoza, que presento su trabajo:
“Modelizacion matemdtica y simulacion computacional de la variabilidad espaciotemporal

en la actividad eléctrica cardiaca’.

Por la Seccion de Fisicas: Sra. Dna. Marfa José Martinez Pérez, Investigadora ARAID en
la Facultad de Ciencias de la Universidad de Zaragoza, que presento6 su trabajo: “Sensores

nanoSQUID para caracterizacion magnética en la nanoescala”.

Honores, distinciones y nombramientos a académicos

El académico Sr. D. Enrique Artal Bartolo ha sido nombrado coordinador de la Red
Espanola de Topologia (RET).

El académico Sr. D. Ricardo Ibarra ha sido nombrado Director de Honor del Laboratorio

de Microscopias Avanzadas (LMA), de la Universidad de Zaragoza.

El académico Sr. D. Fernando Lahoz ha sido elegido miembro en el “Council of the Euro-

pean Crystallographic Association” (ECA), en representacion de los socios individuales.

Participacion en la organizaciéon de conferencias y congresos

El académico Sr. D. Alberto Elduque Palomo ha sido miembro de los comités cientificos del
congreso 1V Jornadas de Educacion Matemdtica de Aragon, celebrado en la Universidad
de Zaragoza en el mes de marzo, y de la Escuela CIMPA Non-associative Algebras and
their Applications, celebrada en agosto y septiembre en la Universidad de Antananarivo,

Madagascar.

El académico Sr. D. Fernando Lahoz ha sido miembro del comité cientifico del “2021
Symposium of the Spanish Royal Society of Chemistry”, que se celebr6 (online) entre el
27 y el 30 de septiembre de 2021.

169



Conferencias y cursos impartidos por nuestros académicos

El académico Sr. D. Luis Oro Giral ha impartido las conferencias:

— Quimica, Medioambiente y Desarrollo Sostenible, en el First Science Fair, el 7 de

abril de 2021, en Zaragoza.

— Quimica, Medioambiente y Desarrollo Sostenible, en la Agora para la Ciencia, el 8
de abril de 2021, en la Residencia de Estudiantes, Madrid.

— Quimica, Medioambiente y Desarrollo Sostenible, en la Agora para la Ciencia, €l 7
de octubre de 2021, en la sede de Huesca de la Universidad de la Experiencia de la

Universidad de Zaragoza.

El académico Sr. D. José S. Urieta Navarro impartié el seminario Fscalado del proceso

electroquimico. Del laboratorio a la produccion industrial, el 16 de abril de 2021, dentro

de las actividades complementarias del Master de Quimica Industrial de la Universidad

de Zaragoza.

El académico Sr. D. Alberto Elduque Palomo ha impartido las conferencias invitadas:

— FEl salto a la Unwersidad. Una vision muy personal, en el congreso “IV Jornadas
de Educacion Matemdtica en Aragon”, celebrado en la Universidad de Zaragoza, en
marzo de 2021.

Gradings and affine group schemes, minicurso online en la Universidad de Isfahan

(Iran), los dias 28 y 30 de junio, y 1 y 5 de julio de 2021.

Graded-division algebras and Galois extensions, en el congreso “International Con-
ference on Ring Theory (dedicated to the 100th anniversary of A.I. Shirshov (1921
1981)), celebrado en el Instituto Sobolev de Matematicas de Novosibirsk (Rusia),
en agosto de 2021.

Composition algebras, minicurso dentro de la “CIMPA Research School “Non-
associative Algebras and their Applications”, celebrada en la Universidad de An-

tananarivo, Madagascar, en los meses de agosto y septiembre de 2021.

Non-group gradings on simple Lie algebras, en el congreso “International Conferen-
ce “Trends in Combinatorial Ring Theory” (Dedicated to the 70th anniversary of
Vesselin Drensky), celebrado en el “Institute of Mathematics and Infomatics of the

Bulgarian Academy of Sciences” (Soffa, Bulgaria), en septiembre de 2021.

El académico Sr. D. Enrique Artal Bartolo ha impartido las conferencias invitadas:
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— On fundamental groups of Milnor fibres of rational homology disk smoothings of
surface singularities, en el congreso “Singularities in the Midwest (online edition)”,
celebrado en Madison (Wisconsin, USA), en mayo de 2021.

— Fualsos productos de rectas proyectivas y cubiertas ciclicas, en la Sesion Especial
de Teorfa de Singularidades en la Reunion conjunta RSME-SMM (edicion online),

celebrado en Guanajuato (México), en junio de 2021.

— Families of weighted-Yomdin singularities of surface, en el congreso “Jean-Morlet
Chair 2021 - Workshop: Lipschitz Geometry: New Methods and Applications”, cele-
brado en Marsella (Francia), en julio de 2021.

— How can one check if a tuple of curves is a Zariski tuple?, en el “Iberoamerican
Webminar of Young Researchers in Singularity Theory and related topics” (online),
en octubre de 2021.

El académico Sr. D. Ricardo Ibarra Garcia ha impartido la conferencia plenaria Emergent
magnetic nanoparticles based nanovector in biomedicine, en el congreso “13th Internatio-

nal Conference on Physics of Advanced Materials, ICPAM-13", celebrado en San Feliu de
Guixols, en septiembre de 2021.

El académico Sr. D. Fernando Lahoz ha impartido las conferencias invitadas:

— Quimica y ODS. Catdlisis para la Sostenibilidad, en el Programa de Internacionali-

zacion de la Escuela de Doctorado de la Universidad de Zaragoza.

— Navidades, cristales y quimica, en el Programa de Divulgacion de la Ciencia del
ISQCH e INMA en Zaragoza, el 16 diciembre de 2021.

— El poder mdgico de los cristales, en la Noche Europea de los Investigadores e Inves-

tigadoras, el 24 de septiembre de 2021.

El académico Sr. D. José Galé ha impartido las conferencias invitadas (online):

— Integral operators subordinated to composition groups, en la sesion especial nimero 5:
Operator semigroups and functional calculus (M. Haase and Y. Tomilov, organizers)
celebrada en el seno del IWOTA 2021, en Lancaster (UK), del 16 al 20 de agosto de
2021.

— Poisson equation for (C,a)-bounded operators of fractional order, en el XIV Con-
gress GAFEVOL 2021, en homenaje, en particular, al profesor Carlos Lizama, del
4 al 8 de octubre de 2021, en la Universidad de Santiago de Chile.
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Otras contribuciones relevantes de nuestros académicos

El académico Sr. D. Alberto Elduque Palomo organiza la XVIII temporada del Taller
de Talento Matemdtico, actividad dirigida a estudiantes de secundaria, desde 3¢ de ESO
hasta 22 de Bachillerato, asi como la Fase Aragonesa de la Olimpiada Matemdtica Espa-
nola.

El académico Sr. D. Enrique Artal Bartolo y Sra. Dona Maria Teresa Lozano Imizcoz
participaron en la mesa redonda Moviéndonos entre Matemdticas el 16 de Marzo de 2021
dentro del Encuentro Arte y Ciencia sS.A. de Prdjimos? de la Fundacion Caja Rural de
Aragon, coordinado por Carmen Gascon (3 Marzo — 9 Abril de 2021).
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Composiciéon de la Academia a 31 de diciembre de 2021

Junta de Gobierno

. Antonio Elipe Sanchez

. Fernando José Lahoz Diaz

. Enrique Artal Bartolo

. Pablo Alonso Gascon

. Miguel Angel Rebolledo Sanz
. Alberto Elduque Palomo

Presidente:
Vicepresidente:
Académico Editor:
Académico Web:
Académico Tesorero:
Académico Secretario:

vhwlwlwlwilw)

Académicos Numerarios y de Honor
A fecha 31 de diciembre de 2021 hay 34 académicos de nimero, 2 académicos de honor
y 2 académicos nombrados que no han leido su discurso. Se listan a continuacion por

secciones citando numero de medalla y fecha de ingreso o de nombramiento.

Secciéon de Exactas

medalla 1) 1 diciembre 1988

) 22 enero 1998

) 10 marzo 1998

) 25 marzo 1999
medalla 16) 30 marzo 2000

)

)

Presidente: D. Mariano Gasca Gonzalez

(
Académicos: Dona Maria Teresa Lozano Imizcoz — (
. Manuel Calvo Pinilla (
. Eladio Dominguez Murillo (
. Antonio Elipe Sanchez (
. Jests Bastero Eleizalde (medalla 17) 9 noviembre 2000
( 23 febrero 2006
(medalla 4) 24 noviembre 2009
(medalla 19) 20 octubre 2014
(

medalla 10) 31 enero 2018

. Alberto Elduque Palomo
. Enrique Artal Bartolo
. Manuel Silva Suérez

vRvlvlvlvlwlwlw)

. José Esteban Galé Gimeno

Seccion de Fisicas*

Presidente: D. Pablo Javier Alonso Gascon (medalla 35) 16 mayo 2002

Académicos: D. Miguel Angel Rebolledo Sanz (medalla 14) 11 mayo 2000
D. José Fernando Carinena Marzo  (medalla 33) 6 noviembre 2001
D. Juan Bartolomé Sanjoaquin (medalla 3) 27 octubre 2016
D. Ricardo Ibarra Garcia (medalla 20) 19 diciembre 2016
D. Manuel Asorey Carballeira (medalla 18) 27 mayo 2021
D. Luis Martin Moreno Electo el 10 de junio de 2020
D. Fernando Marfa Luis Vitalla Electo el 11 de noviembre de 2020

*En esta seccion hay dos vacantes
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Seccion de Quimicas

Presidente: D. Luis Antonio Oro Giral (medalla 11) 4 junio 1981
Académicos: D. José Santiago Urieta Navarro (medalla 5) 2 diciembre 1997
D. Carlos Gémez-Moreno Calera (medalla 6) 21 octubre 1999
D. Juan Forniés Gracia (medalla 24) 26 junio 2000
D. Angel Garcia de Jalon Comet (medalla 30) 29 noviembre 2001
D. Juan Francisco Cacho Palomar  (medalla 13) 2 diciembre 2003
D. Miguel Pocovi Mieras (medalla 32) 20 mayo 2004
D. José Luis Marqués Insa (medalla 37) 24 noviembre 2005
D. José Luis Serrano Ostériz (medalla 26) 12 diciembre 2006
D. Fernando Lahoz Diaz (medalla 2) 3 mayo 2017

Seccion de Naturales*

Presidenta: Dona Maria Victoria Arruga Lavina (medalla 34) 10 diciembre 2015
Académicos: D. Juan Marin Velazquez (medalla 15) 10 abril 1997
Dona Maria Caridad Sanchez Acedo (medalla 9) 12 diciembre 2000
D. Juan Pablo Martinez Rica (medalla 36) 24 octubre 2002
Dofia Maria Luisa Peleato Sanchez  (medalla 21) 4 junio 2011
(medalla 28) 4 abril 2019
(medalla 12) 13 julio 2020
( )

medalla 38 15 diciembre 2021

D. Andrés Pocovi Juan
D. José Luis Simén Goémez
Dona Gloria Cuenca Bescos

*En esta seccion hay dos vacantes.

Académicos de Honor

D. Luis Joaquin Boya Balet 16 mayo 2019
D. Rafael Nunez Lagos Rogla 9 octubre 2019

Académicos Correspondientes

A fecha de 31 de diciembre hay 48 académicos correspondientes que se han distribuidos

por secciones y ordenados por fechas de nombramiento

Secciéon de Exactas

José M. Montesinos Amilibia (7 abril 1992)
Claude Brezinski (9 mayo 2002)
Charles A. Micchelli (9 mayo 2002)

José Luis Fernandez Pérez (24 septiembre 2002)
Gilles Pisier (24 septiembre 2002)
José¢ Angel Docobo Durantez (21 abril 2005)

COoUUoUU
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. Sylvio Ferraz Mello 21 abril 2005)

4 noviembre 2004)
27 abril 2006)

5 octubre 2006)

. Efim Zelmanov 5 octubre 2011)

(
. Francisco Marcellan Espanol (
(
(
(
. Manuel Doblaré Castellano (13 febrero 2013)
(
(
(
(

. Santos Gonzalez Jiménez
. José Luis Viviente Mateu

. Jestis Carlos Fernandez Asensio 7 junio 2013)
3 junio 2015)
3 junio 2015)

24 octubre 2018)

. José Garay Pablo
. Juan Luis Vazquez Suarez

vlvivlvlvBwlvlelwlw

. Jestis Sanz Serna

Seccion de Fisicas

D. Alberto Galindo Tisaire 1 octubre 1967)
1082)
9 mayo 2002)

9 mayo 2002)

(
D. Eusebio Bernabeu Martinez (
D. Giuseppe Marmo (
Dona Maria Josefa Yzuel Giménez (
. José Adolfo de Azcarraga (25 septiembre 2008)
. Albert Figueras Daga (25 septiembre 2008)
. Fernando Maria Legarda Ibéanez (25 septiembre 2008)
(25 septiembre 2008)
(23 marzo 2009)
(7 mayo 2014)
(3 junio 2015))
(16 Febrero 2017))
(4 Octubre 2017)

. Javier Llorca Martinez

. Miguel V. Andrés Bou

. Javier Sesma Bienzobas

. Juan Ignacio Cirac Sasturain
. Antonio Hernando Grandes

vlvlvivlwvlvlwlwlw

. Francisco Javier Solis Céspedes

Seccién de Quimicas

D. Ekkehardt Hahn (13 junio 2002)
D. Pierre Braunstein (13 junio 2002)
D. José Maria Ordovas Munoz (13 febrero 2008)
Dofia M* Carmen Orosia Claver Cabrero (13 febrero 2008)
(15 octubre 2015)
(

15 octubre 2015)

D. Avelino Corma Can0s
D. Fernando Cossio Mora

Seccion de Naturales

9 mayo 2002)
9 mayo 2002)
. Adrian Michael Harvey 13 junio 2002)

. Leandro Sequeiros Sanroman (
(
(
. Mario Panizza (13 junio 2002)
(
(
(

. Luis Villar Pérez

19 diciembre 2006)
8 mayo 2007)
23 febrero 2011)

. Carlos Lopez Otin
. Peter Carls
. Miguel Delibes de Castro

vhvivivlwvileNw
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D. Eladio Linan Guijarro (3 junio 2015)
D. Francisco Garcia Novo (15 octubre 2015)

Zaragoza, diciembre de 2021
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INSTRUCCIONES PARA LOS AUTORES

Resumen

The Revista de la Real Academia de Ciencias publishes original research contri-
butions in the fields of Mathematics, Physics, Chemistry and Natural Sciences. All
the manuscripts are peer reviewed in order to assess the quality of the work. On the
basis of the referee’s report, the Editors will take the decision either to publish the

work (directly or with modifications), or to reject the manuscript.

1. Normas generales de publicacion

1.1. Enwvio de los manuscritos.

Para su publicacion en esta Revista, los trabajos deberan remitirse a

Académico Editor

Revista de la Academia de Ciencias
Universidad de Zaragoza

50009 Zaragoza

o bien electréonicamente a la cuenta lartal@unizar.es.

La Revista utiliza el sistema de offset de ediciéon, empleando el texto electréonico faci-
litado por los autores, que deberan cuidar al maximo su confecciéon, siguiendo las normas
que aqui aparecen.

Los autores empleardn un procesador de texto. Se recomienda el uso de ETEX, para
el que se han diseniado los estilos academia.sty y academia.cls que pueden obtenerse
directamente por internet en http://www.raczar.es o por peticion a la cuenta de correo

electrénico: artal@unizar.es.

1.2. Dimensiones

Se recomienda que el texto de los trabajos, redactados en espanol, inglés o francés, no
exceda de 25 paginas, siendo preferible una extension de 6 a 20 paginas como promedio.

El texto de cada pagina ocupara una caja de 16 x 25 cm, con espacio y medio entre lineas.
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2.

Presentacion del trabajo.

Los trabajos se presentaran con arreglo al siguiente orden: En la primera pagina se

incluirén los siguientes datos:

3.

Titulo del trabajo: Conciso, pero ilustrativo, con mayusculas.
Autor: Nombre y apellidos del autor o autores, con minuscula.
Centro: Centro donde se ha realizado, con su direccién postal.
Abstract: En inglés y con una extension maxima de 200 palabras.

Texto

Los encabezamientos de cada seccidon, numerados correlativamente, seran escritos
con letras mintsculas en negrita. Los encabezamientos de subsecciones, numerados

en la forma 1.1, 1.2, ..., 2.1, 2.2, ..., se escribiran en cursiva.
Las formulas estaran centradas y numeradas correlativamente.

Las referencias bibliogéficas intercaladas en el texto, deben ser facilmente identifi-
cables en la lista de referencias que apareceré al final del articulo, bien mediante un

nimero, bien mediante el nombre del autor y ano de publicacion.

Las figuras y tablas, numeradas correlativamente, se intercalardn en el texto. Las
figuras se enviaran en formatos EPS, PDF, PNG, JPG. Los apéndices, si los hay, se

incluirén al final del texto, después de la bibliografia.

Para las referencias bibliograficas se recomienda el uso de BIBTgXcon los estilos

amsplain o amsalpha.

Notas finales

La Revista permite la inclusion de fotografias o figuras en color, con un coste adicional

que correra a cargo de los autores.

Enrique Artal

Académico Editor
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Intercambio de Publicaciones

Relaciéon de revistas nacionales que recibe en intercambio la Biblioteca de la

Academia de Ciencias

. A Ciencia Cierta — Academia Malaguena de Ciencias.

Acta Botanica Barcinonensia — Dep Biologia Vegetal. Univ. Barcelona.
Anales del Jardin Botdnico de Madrid

Anales UNED Calatayud

Animal Biodiversity and Conservation — Museu de Zoologia

Anuari de la Reial Académia de Ciencies i Arts de Barcelona

Boletin de la Academia Malaguenia de Ciencias

Boletin Geoldgico y Minero — Instituto Geologico y Minero de Espana

B o e

Collectanea Botanica — Institut Botanic (Barcelona)

10. Collectanea Mathematica — Universitat de Barcelona

11. Extracta Mathematicee - Universidad de Extremadura

12. Gaceta de la Real Sociedad Matemdtica Espanola

13. Lucas Mallada: Revista de Ciencias — Inst. Est. Altoaragoneses.

14. Manuals del Museu — Museu de Ciéncies Naturals de Barcelona

15. Memories de la Reial Académia de Ciencies i Arts De Barcelona

16. Naturaleza Aragonesa — Sociedad de Amigos del Museo Paleontoldgico de la Uni-
versidad de Zaragoza.

17. Revista de la Real Academia Galega de Ciencias

18. Trabajos de Geologia — Universidad de Oviedo

19. Zoologia Beetica. UNIVERSIDAD DE GRANADA.
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Relacion de revistas internacionales que recibe en intercambio la Biblioteca

S AN I A

~

de la Academia de Ciencias

Abhandlungen der Senckenberg fiir Naturforschung — Senckenberg Research Institute
Acta Entomologica Musei Nationalis Prage

Acta Geologica Polonica - Warszawa,

Acta Mathematica Hungarica

Acta Matematica Sinica - New Series China

Anales de la Academia Nacional de Ciencias Ezactas, Fisicas y Naturales de Buenos
Aires

Annalen des Naturhistorischen Museums in Wien. Serie A

8. Annalen des Naturhistorischen Museums in Wien. Serie B

9. Annales Academice Scientarum Fennice - Matematica

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

Annales Fennici Mathematici

Annales Academice Scientiarum Fennice. Mathematica Dissertationes — Helsinki,
Suomalainen Tiedeakatemia

Annales Historico-Naturales — Musei Nationalis Hungarici

Annali del Museo Civico di Storia Naturale “Giacomo Doria”

Arkiv For Matematik

Atti della Accademia Ligure di Scienze e Lettere. Serie VI

Boletin de la Sociedad Matemdtica Mexicana. Tercera Serie.

Brenesia: Revista de Biodiversidad y Conservacion — Museo Nacional de Costa Rica
Bulletin de la Classe de Sciences — Academie Royale de Belgique — Bruxelles
Bulletin of the American Mathematical Society. New Series

Bulletin of the London Mathematical Society

California Agriculture — University of California

Commentationes Mathematice : Annals of the Polish Mathematical Society, Series I
Deedalus - Journal of the American Academy of Arts and Sciences

Doriana - Supplementa agli Annali del Museo Civico di Storia Naturale “G. Doria”
Facta Universitatis - Series: Mathematics And Informatic — University of Nis, Serbia
Filomat — University of Nis, Serbia

Folia Zoologica — Czechoslovak Academy of Sciences

Functiones et Approximatio Commentarii Mathematici - Poznan
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29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.

Glasnik Matematicki Serija I1I- Zagreb

Hiroshima Mathematical Journal

Hokkaido Mathematical Journal

Jahrbuch Bayerische — Akademie der Wissenschaften
Jahrbuch der Akademie der Wissenschaften in Géttingen
Journal of the London Mathematical Society
Klapalekiana — Czech Entomological Society

Lecturas Matemadaticas - Colombia

Paleobiodiversity and Paleoenvironments — Senckenberg Research Institute
Proceedings of the London Mathematical Society

Sao Paulo Journal of Mathematical Sciences

SUT Journal of Mathematics - Science University of Tokio
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