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Excelentisimos e Ilustrisimos Seflores,
Sefiores Académicos,

Sefioras y sefiores:

Es para mi un grato deber manifestar mi profundo agradecimiento, al
iniciar mi discurso de ingreso en esta Academia de Ciencias, por el honor

que se me hace al elegirme para formar parte de tan digna Corporacibén,

honor que tan lejos estoy de merecer. A poco de llegar a esta ciudad de Za-
ragoza, a la que tan vinculado me siento, fui objeto de esta distincidm, y
desde entonces he tenido siempre el deseo de tomar parte en sus tareas, lo
que ¢l largo tiempo transcurrido estA muy lejos de significar. Como indica
el Reglamento interior de esta Academia de Ciencias, serd su principal
objeto «el cultivo, adelantamiento y propagacién de las Ciencias y sus apli-
cacionesy, a lo que desde ahora me propongo prestar mi colaboracién perso-
nal méis entusiasta, correspondiendo asi al hecho de contarme entre sns
miembros. A esto me obliga mis y estimula la memoria de mi padre
(e. p. d.), que comenzé su vida docente yniversitaria en esta Facultad de
Ciencias (en 1909, por oposicién, gané la Chtedra de Mechnica Racional),
y que figurd entre los miembros fundadores de la Academia. Tngresé en
ella con fecha 27 de marzo de 1916, ocupando el cargo de secretario, en su
Seecién de Fisico-Quimicas (14 de mayo de 1916). Causé baja, como Aca-
démico numerario, por traslado a Madrid (por nueva oposicitn, obtuvo la
Catedra de MecAnica Celeste de la Universidad de Madrid) el 4 de noviem-
bre de 1918, pasando entonces a ser Académico correspondiente hasta su
fallecimiento, 11 de marzo de 1934. Ustedes sabran perdonarme esta brevi-
sima referencia a quien tanto debo (no obstante haberlo perdido a los doce
afios) en laboriosidad y servicio a los demés, de lo que siempre dio ejemplo,
v en todos los érdenes, y que ha sido para mf un constante estimulo, reco-
gido a través del vivo e imborrable recuerdo que guardan de é1 cuantos le
conocieron, No es de extrafiar, después de todo lo que acabo de decir para
reflejar ‘de alglin modo los sentimientos que me embargan, la satisfaceién
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que me produjo el iniciar aqui, en mi querida Facultad de Ciencias de
Zaragoza, mi vida de Catedritico. Llevo ya doce afios, y aungtie nacido en
Madrid, me he hecho completamente al modo de ser aragonés, noble y recio,
que parece refle;arse en esos altos valles pirenaicos, cuya belleza he admi-
rado en tantas ocasiones.

Junto con mi padre, fue también distinguido miembro de la Academia
desde su fundacién don Adoracién Ruiz Tapiador, cuyoe puesto en ella
paso a ocupar, cabiéndome el grato deber de hacer memoria de él en mi dis-
curso. Antes de comenzar su merecido elogio, no quiero pasar por alto la
entrafiable amistad que le unfa a mi padre, amistad que comenzd al cono-

cerse ambos en Zaragoza v que continub, cada vez mis profunda, en
Madrid.

Don. Adolacmn Ruiz Tapiador [25] nacid en Somseca (Toledo), el 11
de enero de 1871. Cursé con gran aprovechamiento el Bachillerato, y se
licencié y doctord, en Ciencias fisico-mateméaticas, en la Universidad Cen-
tral. Obtuvo también la licenciatura en Farmacia. En 1902, tras brillante
oposicidn, gand con el nfimero uno la Chtedra de Matematicas del Instituto
de Segunda Engefianza de Santiago de Compostela, pasando de alli a Gua-
dalajara, Toledo, Zaragoza y a los Institutos «Calderén de Ja Barca» y «San
Isidro» de Madrid. Puede decirse que pasé la mayor parte de su vida profe-
sional (1907 a 1935) en Zaragoza, en cuya Facultad de Ciencias fue durante
muchos afios, por oposicién, Profesor auxiliar en Ia Seccién de Exactas.
Como més arriba dije, fue miembro fundador de esta Academia, y debo
afiadir que en ella fue tesorero duranie largo tiempo, desempefiando dicho
cargo con especial acierto.

Don Adoraciém era un excelente profesor, como 1ecuerda11 todos aque-
llos que asistieron a sus clases ; entre ellos debo recordar a nuestro queride
amigo y colega Juan Martin Sauras (e.p.d.). Sabfa hacer las MatemAticas
accesibles a la mentalidad de sus alumnos, que podian seguir sus explica-
ciones y entender los distintos conceptos sin gran esfuerzo. Podfa dar la
impresién de hombre serioc y distrafdo, pero ninguna de las dos cosas le
eran aplicables. Aunque en «clase apareciera externamente bajo ese aspecto
de seriedad, ésta era tan sbélo la de un profesor de més de un centenar de
alumnos, de quienes se ha de hacer respetar, pero que ocultaba un carfcter
cordial y afectuoso. Y en mil ocasiones quedaba bien patente hasta qué
punto se daba cuenta del comportamiento y atencién de cada uno de sus
discipulos, no obstante el nfimerc de ellos.

Escribié obras de texto, de Matematicas de Bachillerato, tarea que co-
menzd con su vida docente. Al poner a contribucidén su experiencia como
Catedrético, sus libros vieron sucesivas ediciones, hasta alcanzar algunos
de ellos la edicién dieciséis. T.a extraofdinaria acoglda que tuvieron fue
buena prueba de su claridad de exposicién y valor didactico; muchos de
ellos fueron declarados de mérito por altas Corporaciones culturales, v asi
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vemos que el Ministerio de Instruccién pfiblica les hacia poner wdeclarado
de mérito para los ascensos en su carrera». — J. Barinaga, en la revista
Euclides, escribi6 : «Con los libros de Tapiador se alcanza un grado elevado
en lo que pudiéramos Hlamar dnterpretacién espafiola de la exposicién. de
la Matemética en la ensefianza media» durante un largo periodo, eliminan-
do las tendencias exéticas, que tandfas y desnaturalizadas, habfan influido
tan considerablemente en nuestra literatura clentifica del siglo xx». - No
quiero terminar este brevisimo perfil ‘de don Adoracién Ruiz Tapiador en
su importante aportacién a la ensefianza de la MatemAatica en Esgpafia, sin
aportar mi propia experiencia: en 1934 estudié un libro de Tapiador, en
el que resaltaba la claridad de exposicién a que anies aludia, y cuyo re-
cuerdo estd unido a mi primera matricula de honor en Mateméticas.

Don Adoracién Ruiz ‘T'apiador fue distinguido con la FEncomienda de
Alfonso XIIT y nombrado Delegado regio de Primera Emsefianza en este
Distrito Universitario. Fl Exemo. Ayuntamiento de Zaragoza, en el gue
fue Teniente alcalde, le otorgd la Medalla de Oro de la ciudad.

Su traslado de Zaragoza a Madrid tuvo por razén principal el comienzo

de los estudios superiores de su hijo José Marfa (a quien me une un pro-
fundo afecto), cuya separacién, con el paso de los afios, no hubiera podido
soportar. Cierto es que el pasar a Madrid le suponfa un ascenso profesio-
nal y una mayor base de trabajo, pero esto no hubiera sido motivo suficien-
te para abandonar Zaragoza, a la que tanto quera.

Don Adoracién Ruiz ‘I'apiador fallecié en Madrid, rodeado del carifio de
todos los suyos, el dia 20 de diciembre de 1943.

Paso a desarrollar el tema de «Espacio de Hilbert», en Cuyo marco se
encuadran la mayor parte de los trabajos que he realizado hasta la fecha.
Tras un resumen histérico de dichas cuestiones, expondré algunos de los
resultados mAs importantes de los mismos, que se refieren al conjunte de
los rayos del espacio de Hilbert separable:real.

ESPACIO DE HILBERT

Precedentes histéricos

La teorfa de los espacios de Hilbert, y la mucho mis general de los es-
pacios vectoriales topolégicos, encuentra sus precedentes en distintos pro-
blemas del AnAlisis funcional, entre los que destaca la resolucién de la
ecuacién de las cuerdas vibrantes. En relacién con esta cuestién, aparecen
dos ideas fundamentales, que a continuacién exponemos, y que se deben,
segfin parece, a D. BErwouLLI, La primera consiste en considerar la vibra-
cibn de la cuerda como «caso limites de la vibracién de un sistema de »
puntos materiales, cuando n —> 00, Se sabe que, para u finito, este proble-
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ma iba a proporcionar el primer ejemplo de valores propios de una transfor-
macién lineal. ,

La otra idea de Bernoulli es el principio de superposicién, segfin el cual
una oscilacién cualquiera de la cuerda puede considerarse como resultado de
la superposicién de oscilaciones propias. Traducido al lenguaje matemati-
co, esto significa que la solucién general de la ecnacién de las cuerdas vi-
brantes deberd admitir un desarrollo en serie 3 ¢, @u(x, 1), en donde ,(x, {)

k3

representan precisamente las oscilaciones propias. Como es sabido, el prin-
cipio en cuestién provocd una larga discusién en torno a la posibilidad de
desarrollar una funcién arbitraria en serie trigonométrica, discusién que
quedd zanjada con log trabajos de Fourmir y DIRICHLET en el primer ter-
cio del siglo X1x. Pero antes de llegar a ellos, se habfan encontrado ya otros
ejemplos de desarrollos en serie de funciones ortogonales (esta denominacién
no existfa antes de los trabajos de Hilbert), como por ejemplo las funcio-
nes esféricas y los polinomios de Liegendre. Hacia 1830, Srurm [41] y
LrovvLe (22] sistematizaron los diversos resultados en una teorfa gene-
ral de oscilaciones, para funciones de una variable. Considera la ecuacién
diferencial

d dy
. (15(%) —“*J the(x)y =0, (p(x) >0, o (x) > 0) (1}
X dx _ .
con las condiciones de contorno

V(@) — hyy(a) = 0
(hi =0, hy =0, g < b) (2}
V() -+ hay(h) = 0,

y demuestran los resultados siguientes :

1) Sblo existe solucién distinta de cero cuando A es uno de los términos
de una sucesidn A, M >0, A, — oo,

2} Para cada 2, las soluciones son mfltiplos de una misma funcién Y
b

que se puede considerar normalizada e ' dx =1, verificAndose

a

fbp Vi Va d = 0 (m 7= n), (3)

3) Toda funcién f, derivable dos veces en ¢l interva-ld [a, b], satisfa-

ciendo las condiciones de contorno (2), es desarrollable en serie uniforme-
b

mente convergente, f(x) = 3 ¢, (%), donde ¢, = f o1 v, dx.

b a4

4) Se verifica la igualdad pffdx = X¢? (ya demostrada formal-

& -
mente en 1799 por PARSEVAL, para las funciones trigonométricas).
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Medio siglo mas tarde GraM [13] completa estas propiedades y pone
de manifiesto la relacién entre los desarrollos en serie de funciones ortogo-
nales y el problema de la « mejor aproximacién cuadriticas : dadas las fun-

ciones (V) ta consiste en encontrar, para tna funcidén f, la combi-
I ro

nacion lineal 2 a; ¥ tal que la integral.| ¢ (f — E‘, a;y)® de alcance un

1<istnt és

minime, Gram resuelve este problema de “an modo or1g1nal aplicando a las
Y el proceso de «ortonormalizacién» {conocido con el nombre de ScEHMIDT).
Al pasar al caso de un sistema ortonormal infinito (v,), se plantea la cues-
1ién de saber cudndo tiende a cero la «mejor aproximacién cuadritica» p,
de una funcién f por medio de combinaciones lineales de las # primeras fun-
clones de la sucesién, cuando » tiende a infinito. Asi se llega al concepto de
sistema ortonormal completo, y a reconocer que dicho caracter completo
equivale a la no existencia de funciones == 0 ortogonales a todas las o,

Las ecuaciones integrales lineoles

Comienza la teorfa de las ecuaciones integrales lineales, que contribuyd
en gran medida a impulsar las ideas bésicas del espacio de Hilbert. Estas
ecunaciones funcionales adquirieron importancia al reducir Brrr y C. NEv-
MANN la solucién del «problema de Dirichlets para un dominio suficiente-
mente regular G, a la resolucién de una «ecuacién integral de segunda es-
pecien

ww . [ K 3) uly) dy = 1) @

en la funcién incégnita w. — 1. PoiNCARE, en 1896 [31], 2, concibe la idea
de introducir un parimetro variable A delante de ]a integral de la precedente
ecuacién, y afirma que, como en la ecuacidén de las membranas vibrantes, la
solucién es entonces funcidn meromorfa de i, Pero no llega a probar este re-
sultado, que no fue establecido hasta cnatro afics degpués por 1. FrREDEOLM
[10], en el caso de un «nficleo» K continuo y un intervalo [a, b] finito.
Fredholm se deja guiar por la analogia de (4) con el sistema litieal

fn
qE] (Sm + tpg ] %y = by, {l=p=mn) (5)
“para llegar asi a la solucién de (4) como cociente de dos expresiones, cons-
truidas tomando como modelo los determinantes que aparecen en las férmu-
las de Cramer. — No era nueva esta idea : desde comienzos del siglo xix
el método de los coeficientes indeterminados (consistente en obtemer una
funcién desconocida, supuesta desarrollable en serie X ¢, u, donde las
9, son funciones conocidas, mediante el cileulo de los coeficientes ¢,) habia
conducido a los sistemas de ecuaciones lineales con infinitas incbgnitas, de
cuyo desarrollo histérico damos una idea a continuacién.
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Sistemas de ecuwaciones ltneales con wnfintlas incégnitas
Tales sistemas son de la forma :

2 yXe; = b; (1 = I, 2, ...). (6)‘
F=1

Fourier, que se enfrenta con un tal sistema, lo considera todavia como
matemético del siglo xviir y aplica un paso al limite de las férmulas de
Cramer. Mé4s tarde se atacari todavia el problema mediante la teorfa de
los determinauntes : a partir de 1886, Poincaré y después H, von Kocu [19]
edificardn una teorfa de determinantes infinitos, que permite resolver cier-
tos tipos de sistemas {(6) al modo clasico. Si bien los resultados consegnidos
no eran directamente aplicables al problema visto por Fredholm, al menos
es cierto que la teorfa de von Koch sirvié a aquél de modelo para construir
sus determinantes. .

El posterior desarrollo de la teorfa de ecuaciones lineales con infinitas
incbgnitas se debe a B, ScamMipe, F. Rmsz, E. Hrnneer, O. TorrLrrz,
J. Scmauvper, G. Koras, W. Scamemiir, H. G. TiLLMANN ¥y otros. Para
el interesado en estas cuestiones, es muy recomendable el excelente trahajo
enciclopédico titulado «Die Integralgleichungen und Gleichungen mit unen-
dlich vielen Unbekaunten» (Leipzig, 1927), de dos discipulos de Hilbert,
Hellinger y Toeplitz. ' 7

Antes de exponer sucintamente la fundamental aportaci6n de Hilbert,
creador de la teorfa del espacio que lleva su nombre, objeto de esta leccién,
parece obligado dar algunos datos hiograficos.

Dovid Hilbert .

Davin HirserT nacié el 23 de enero de 1862 en Kénigsberg (Prusia
oriental). En otofio de 1880, obtuvo el titulo de bachiller en el «Wilhelms-
Gymnasium», ingresando a continnacién en la Universidad. Salvo un se-
mestre, que siguié en Heidelberg con L. FucHs, los estudios de Hilbert
transcurrieron por entero en Konigsberg. Pronto hizo una profunda amistad
con MINKOWSKI, famoso por sus investigaciones en ‘Teorfa de Nfimeros ;
tanto Minkowski como Hurwirz (1884) ejercieron una notable influencia en
Hilbert.

El 11 de diciembre de 1884 hizo el doctorado. Como tema de tesis doc-
toral, le propuso LINDEMANN el estudio de las condiciones de invariancia
de las formas transformables proyectivamente en una funcién esférica de
orden .

En un viaje de estudios que realizé en el invierno de 1885, tuvo contacto
en Leipzig con F. KiEIN, con quien mantuvo desde entonces estrecha re-
lacién cientifica,

En junio de 1886, a los dos afios de doctorarse, fue recibido en el cuer-
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po docente de la Universidad de Konigsberg, siendo profesor adjunto (Pri-
vatdozent) en dicha Universidad hasta 1892, Fue signiendo una marcha
ascendente en la docencia, hasta que en Pascua de 1895 pasa a ser Profesor
ordinario de Mateméticas en la Universidad de Gottingen (que podfa con-
siderarse entonces como capital de la Matematica alemana), a consecuencia
del fraslado a Estrasburgo del titular, FI. WEBER, su antiguo maestro.

Muchas y diversas corporaciones cientfficas contaron a Hilbert entre
“sus miembros, y los nutierosos premios con que fue galardonado son buena
Prueba de su valia cientifica. Es autor de gran nfimero de monograffas v
trabajos sobre diversos temas, no sélo del dominio de la Matemética sino
también del campo de la Fisica, en particular, de la Mecinica Cuintica
[16], 2, aunque sdlo vamos a destacar los resultados que se refieren al tema
de la presente leccién. Sus Grundlagen der Geometrie (1899) vieron la
quinta edicién en Leipzig, en 1922, v han sido traducidos a varios idiomas,
al espafiol entre ellos.

David Hilbert fallecid en Gottingen en 1943,

Espacio de Hilberl de sucesiones, Operadores acotados

Fueron lag investigaciones sobre ecuaciones 1nteg1c11es lo que condujo a
Hilbert al concepto de espacio de Hilbert de sucesiones, H, del que a con-
tinuacién damos una brevisima idea. Los elementos de H son los vectores a,

de infinitas coordenadas (@, @, ...) y con norma finita ||a]| = ( 2 a’)' 2,
Se define entonces el producto escalar (a, b) de dos vectores a, b € H por
la serie (a, b) = )3 abr. Lia Geometria del espacio asi construido presenta

=1
‘muchas analogias con la de un espacio vectorial unitario de dimensién fini-
ta, aunque desde luego, al pasar a infinitas dimensiones, aparecen nuevas
propiedades. Por ejemplo, ademis de existir en H la topologia fuerte dada
por la norma (a, —> a significa ||a — a,|| = 0), existe la topologia débil, dada
n—wco 00

por la convergencia del producto escalar (a, — a significa (a,, x) = (a, x),
vV x € H).

Definimos a continuacién el operador lineal acotado T como aquel ope-
rador lineal que verifica la condicidén de acotacién : :

x€D, |x||=1,

donde D es el dominio de definicién de T. — D es un subespacio lineal, que
siempre se puede considerar cerrado, distintc o no de” H. Es inmediato
comprobar que la continnidad y la acotacién son hechos equivalentes.
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Aportacién de Hilbert v de Schmidt

Hilbert publicd las investigaciones antes aludidas en seis extensos tra-
bajos, que aparecieron en «Nachrichten der Koniglichen CGesellschaft der
Wissenschaften zu Gottingen», a lo largo del perfodo 1904-1910. Estricta-
memte hablando, la idea de espacio I*'= H y la teorfa espectral de formas
cuadriticas acotadas aparecieron en los «Grundziige einer allgemeinen Theo-
rie der linearen Integralgleichungen», 5.* y 6.* comunicacién (1906). — Emn
la 4.*, Hilbert estudia ecunaciones integrales de nfcleo simétrico. En los
primeros capitulos, desarrolla una teorfa completa de esas ecuaciones, al
modo olisico, desde €] punto de vista de las formas cuadriticas con infinitas
variables :

‘ K(x) = 2 Rpa520,, Bag = Ryp.

g =1,2, ..

Fs de notar que Hilbert atin no babla de operadores simétricos o hermi-
ticos, sblo trabaja con matrices y formas cuadriticas,

Fn el capitulo XI (seguimos la divisién en capitulos del libro), Hilbert
introduce los conceptos de fonma acotada y de forma compacta, asi como
el de resolvente. Desarrolla en ripidas etapas la teorfa espectral de formas
acotadas, dando perfectamente la representacién de la resolvente mediante
el uso de la integral de StEL1ES. De modo incidental descubre la existen-
cia del espectro continuo. Sorprende el modo ingenioso con que separa la
parte que resulta a partir del espectro de puntos v la generada por el es-
peciro continuo. Precisamente el bérmico espectro anticipa los hechos que
vendran alrededor de veinte afios después ; BorN y HEISENBERG descubrie-
ron en 1926 que la energia de un 4tomo puede ser expresada por una forma
cuadritica, cuyo espectro corresponde al observable mediante un espectros-
copio. Es uno de los pocos casos en que la Matemética ha precedido a la
Fisica. Y no es un hecho fortuito que la mecAnica de matrices se imiciase
en Gottingen. ‘

Tras descubrir que toda forma cuadritica acotada, de infinitas varia-
bles, puede ser reducida unfvocamente, por una transformacién ortogonal,
a la forma

K =FEkx ko +...4+ f M,
(s) "
Hilbert introduce las formas compactas, mostrando que pueden ser reduci-
das a K(x) = kux,*+ ky,® - ..., siendo ki, ka,... los inversos de los valores
propios de la forma K.

Prevé Hilbert la significacién de la nocién de compacidad, e investiga
las condiciones que caracterizan la continuidad completa de las formas cua-
draticas. Emplea matrices completamente continuas. Precisamente fue Hil-
bert el primero en ocuparse de una importante clase de operadores, los ope-
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radores completamente continuos : un operador lineal A, definido en todo
H (D '='H), se llama completamente continuo si transforma todo conjunto
acotado en un conjunto relativamente compacto (en el sentido de la conver-
gencia fuerte). Estos operadores han recibido considerable atencién en los
Ailtimos sesenta afios. Su estudio se limité ordinariamente a tipos especiales
0 a la investigacién de propiedades comunes a todos ellos (por gjemplo, todo
operador completamente contitno admite un subespacio propio invariante).

Reduce Hilbert la ecuacién integral con nficleo no simétrico a un sistema
de infinitas ecuaciones (tomando productos escalares) y obtiene asi los
tres teoremas de Fredholm,

Mas tarde ejercieron gran influencia en el desarrollo de la teorfa de
ecnaciones integrales los trabajos de Erhard Schmidt, entre los que destaca
cAuflosung allgemeiner linearen Integralgleichungen» y su conferencia de
1905, «Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschrie-
bener» (Math. Ann, 63, 1907), En los trabajos de Schmidt destaca la senci-
llez de los métodos empleados —Ia ortogonalizacién que lleva su nombre, la
desigualdad de Brsskr. Precisamente debido a esa sencillez, los métodos que
aplica Schmidt a medelos concretos de la teoria pueden aplicarse sin cam-
bio alguno al caso general abstracto.

Lspacio de Hilbert funcional

Influidos por las investigaciones de Hilbert, Riesz v E. FIsCHER pro-
baron el carfcter completo de L? (validez del criterio de Cauchy para la
convergencia en media, resultado que precisamente se conoce con el nombre
de teorema de Riesz-Fischer), y su isomorfismo con IZ. Detengamonos en
lo segundo., ' ‘

Como muestran sus resultados, ya clasicos, el espacio L2(a, b) de las
funciones LEBESGUE-—medibles f{x) en el intervalo {a, b}, con notma finita

] 1/3 .
Il = ( f [ f(x)]zdx) ,» €8 de la misma estructura que I* si se conviene en

3 LI s o o .
106 considerar como distintas, funciones que sélo difieren en un conjunto de
medida nula. Es decir, se pueden hacer corresponder biyectivamente los ele-
mentosde I*y L* demodoquede a, < f, y a, <> fi, se siga c,a,'+ cm, &, f) +
"0

"esfs, ¥ o(Ar, Ay) = fi(x) fi{x) dx, cualesquiera que sean los coeficien-

i
tes ¢, ¢s. Desde el punto de vista estructural, son ambos espacios completa-
mente equivalentes y se pueden considerar como realizaciones del mismo
espacio de Hilbert abstracto, de dimensidn infinita numerable. Precisamente,
se define el espacio de Hilbert abstracto &, axiomaticamente, como a con-
tinnacion se indica. o

— 15




Espacio de Hilbert abstracto

Definicién. — Espacio de Hilbert abstracto & es un conjunto de ele:
mentos abstractos f, g, h, ... que verifican las signientes propiedades :

A} & es un espacio lineal. Fs decir, estin definidas entre sus elemen-
tos las operaciones de suma y producto por nfumneros reales o complejos (res-
pectivamente, espacio de Hilbert real o complejo), v estas operaciones si-
guen las reglas usuales del 4lgebra de vectores. En particular, existe un
eletento ¢ que es igual a 0. f para V € .

B) & es un espacio métrico, con una méirica dada bor un producto
escalar. Esto significa que a todo par de elementos f, g € & ests asociado
un nfimero (real o complejo), llamado su producto escalar y designado por
{f, g), satisfaciendo las reglas siguientes :

(of, g) = alf, @), (/+g, k) = (f, b +dg, ),
(@) = (&N, (, ) >0 para f=0, (f, ) = 0 para f = o.

FEutonces la norma de f se define por

If]] =, A2,

v la distancia entre f y g por

If — gl

C) K es un espacio complelo : si una sucesiébn de elementos {f.} de
F satisface la condicidn |fo — ful]| = 0, para =, m > X0, existe un ele-
mento f* € X 3 ||f, — || = 0.

i N O

La dimensién del espacio # se define como el nidmero cardinal minimo
de un subconjunto completo de %, entendiendo por tal un conjunto de ele-
mentos de & cuyas combinaciones lineales finitas son densas en &, Si
& es separable, su dimensién serh finita o bien numerablemente infinita.
Si es finita e igual a n, es un espacio unitario de n dimensiones. Si es infi-
nita numerable, & se llama entonces espacio de Hilbert bropiamente dicho.
En. dicho espacio existe siempre una sucesién ortomormal completa ; basta
aplicar el proceso de ortogonalizacién de Schmidt a un subconjunto nume-
rable completo cualquiera de &. — La investigacién de los espacios de
Hilbert de dimensién no numerable ofrece gran interés, entre otras cosas,
porque las funciones cuasi-periédicas forman un espacio de este tipo. Pre-
cisamente, fue la teorfa de dichas funciones, tal como la estudié H. Wrvi,
la que sugirié la necesidad de introducir espaciog unitarios no separables.
" El desarrollo de la teorfa del espacio de Hilbert abstracto se debe, en
primer lugar, a J. von Neumann, F. Riesz y M. H. SroNe. Es interesante
hacer notar que dicho desarrello ha sido impulsado en gran medida a re-
querimiento de la Fisica. En efecto, por primera vez se consiguié dar una
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tundamentacién matemitica rignrosa de la Mecinica Cudntica mediante 1a
aplicacién del espacio de Hilbert y sus transformaciones lineales.

Operadores en el espdc-vfo die Hilbert

Fue en los afios 1927-30 que J. von Neumann, antes citado, colaborador
de Hilbert y el primero en definir axiométicamente el espacio hilbertiano
separable abstracto, inspirado en unas lecciones de aquél sobre teorfa cuén-
tiea, cred una teorla espectral completa de operadores no acotados simétri-
cos y normales. — Precisamente, la teorfa de operadores no acotados del
espacio de Hilbert fue mdudablemente impulsada por los progresos de la
Mecanica Cuantica. Y hoy dfa upuede asegurarse que el conocimiento de la
Teoria de los operadores del espacio de Hilbert es 111d1spensab1e en muchas
cuestiones del Andlisis y de la Fisica Teérica.

Hay que mencionar, en lo que a operadores se refiere, a A WINTNER,
K. Frigpricas (traba]os sobre operadores semiacotados),”y M. H. Stome.
Aparecen en este perfodo importantes y extensas monografias: J. von Neu-
mann, Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik (profundo anali-
sis de los fundamentos mateméticos de la Mecinica Cudntica) y M. H. Stone,
Liwear transformations in Hilbert Space and thetr applications to analysis
(exposicién completa de la teor{a espectral y de los problemas referentes a
extensiones autoadjuntas). Dos afios después, en 1934, F. Rurricx cons-
truye una teoria de operadores hermiticos y unitarios en espacios de Hilbert
no separables,

Teoria espectral

Antes de dar una idea del desarrollo histérico de esta teorfa, haremos
una breve intreduceién.

Situémonos en el ewpacm vectorial unitario R, de dimensién #, y con-
sideremos en dicho espacio una transformacién lineal 4, de matriz simé-
trica, una vez referido R, a una base ortonormal. Enton'ces es sabido que
existe un sistema ortonormal de = vectores a,,..,a, y n nfuneros
reales Ay, ooy A (M == Moyt) tales que A &, = A a,; A, es un valor propio
de A y &, es un vector propio de A correspondiente a A En contra de esto,
én el espacio de Hilbert separable real H existen transformaciones
lineales A, representadas por una matriz infinita simétrica, para las
que la ecuacién A a = ha no se verifica para ningfin vector a € H, cual-
quiera que sea el valor atribuido al parAmetro A. No obstante, el teorema
de mis arriba, vilido en R,, puede trasladarse a H, pero hay que formu-
larlo de otra manera, Para ello, designemos por M , ¢l subespacio de R,
subtendido por los vectores @, DX, = A, y por E , la proyeccién ortogomal

1
sobre M, : Si a= X c@, es la expresién de un vector cualquiera a € R,
i=t
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respecto de la base ortonormal {a,}, se verifica 4 a=¢,4 a,+...-F¢c, A a,=
=ME a4+ X (B, _Ek) a-+ ...+ l"'(EK“El ) a. Esto se puede ex-

Ay " n—1
oo
presar bajo la forma de una integral de Stieltjes: 4 a =. f AdE a, lo
oo o
que conduce a la representacién A = | X d E . En esta forma, la proposi-

cién permanece valida para H; lo que ocurre es que entonces el haz de
proyecciones E, mno seri, en general, una funcién escalonada del parfme-
tro A, sino que podrd variar también de un modo continuo. La asi llamada
representacibn espectral candnica de A es de fundamental importancia,
pues refleja las propiedades estructurales de A y permite construir, a par-
tir de ella, un cileule de transformaciones,

En los afios que siguen a 1932 aparecen nuevas demostraciones del teo-
rema espectral e intentos de dar una solucién completa a la equivalencia
unitaria. Se trata esta filtima cuestién en los trabajos de I, TIann, M. H.
Stong, F. Wicken, H. Naxano, A. I. Prrssver, W. A. Romnin y P.
Haimos, Hay que mencionar la aportacién de K. Yosma (On unitary
equivalence in general Fuelid space), por la sencillez con que razona la
equivalencia unitaria.

El mayor logro en el desarrollo de la ‘Teorfa espectral en el espacio de
Hilbert, a partir de 1930, lo constituye el extenso trabajo de voN NEUMANN
titulado On rings of operators, Reduction theory. En & von NLUMANN in-
troduce el concepto de integral directa de espacios de Hilbert, y demuestra
el teorema espectral completo, que como se sabe, da al mismo tiempo una
condicién natural de equivalencia unitaria. Los anillos de operadores o
WH*-dlgebras son las Algebras de von Newmann estudiadas por J. DIXMiEr
{terminologfa de J. Dieudonné). Al final de [8], 2, se encuentra abundante
bibliografia en relacién con el tema.

GARDING (1953-54) advirti6 que el teorema espectral constituye un fon-
do abstracto de propiedades relativas a desarrollos en serie de funciones
propias, y es de esperar que dichas propiedades jueguen un papel funda-
mental en el tratamiento matemAtico de la mecinica cudntica.

El teorema de GELFAND-NAIMARK demuestra que la analogfa entre la
aproximacién de un operador hermitico por medioc de combinaciones linea-
les de proyectores (teorema espectral) y la aproximacién uniforme de funcio-
nes continnas mediante funciones escalonadas, no sélo no es accidental,
sino que se trata de dos hechos equivalentes. :
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CONJUNTO DE LOS RAYOS DEL ESPACIO DE HIIBERT

A continuacién se exponen sucintamente los principales resultados de
mis investigaciones, referentes al conjunto de los rayos del espacio de Hll-
bert separable real, [29],

Caracterizacién de wna sucesion de rayos convergenie débilmente
a un rayo dado ([29], 4)

Las condiciones necesarias y suflicientes para que la sucesién de rayos
{r. | n € N} tienda débilmente al rayo »:#, 7, son las siguientes :

1. Para todo rayo s L+,
-
AR b

2. Para un rayo g no perpendicular a v se verifica

—_— '
lim « (r, g) <<—0u.
R DO

Caracterizacién de le compacidod fuerte v débil, en el espacio
de los rayos del espacio de Hilbert ([29], 13)

Un conjunto infinito de rayos de H es débilmente compacto si y sélo si
estd contenido en un determinado G-entorne angular de un subespacio E,

de dimensién finita p [o <h < %] :

La condicién necesaria y suficiente para que un conjunto infinito de ra-
yos C de H sea fuertemente compacto, es gue cumpla Ia siguiente propie-

T
dad : dado # al arbitrio [0 <9< —2——] » existe un subespacio de dimen-
sién finita E, en cuyo O-enterno angular estd contenido C. '
Caracterizacién de la base débil {[29], 15

La condicién necesaria y suficienfe para que una sucesibn vectorial
{x, | n€ N} sea topolégicamente libre, y con nficleo nulo :

=)
N [Xu, Xurry ...] '= 0, €5 que se verifique

=1

[xlll’ x‘l’n‘g! ] N [qu, xﬁg! "‘] =0 (P! :?E q:f)

{{x, | n€ N} base débil de su envoltura lineal cerrada [%;, Xs, ...]).
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Sistemas topolégicamente libres maximales, contenidos on una
sucesion dada de vectores ([29], 14).

En este trabajo considero el problema de buscar los sistemas topol6gi-
camente libres maximales contenidos en una sucesidn vectorial dada’

{a. | n€ N}, de nficleo nulo : A [84, Beys, ...] = 0. Sec resuelve el proble~
) . \

= ,
ma en el caso en que se dé la siguiente condicién de «uniformidad» : si

a ¢ fa,, .., a,,..], entonces « (a, [a,, ..., a,, ...])érlﬁ > 0 (# fijo).
Sistema heterogonal fuerte .
Fs bésica la definicién de sistema heterogonal de vectores {a, | n€ENY}:
L inf [la]| > 0, sup |la)| <oo, 2. Si son {a,, | €N} y {a, | n€ N}
£ . i :

sticesiones parciales disjuntas de la dada, y son V, W sus respectivas en-
volturas lineales cerradas, se verifica

VO We=o

V+W=H.
[V y W en posicién no asintétice, [8], 1].

En [29], 1 defino el sistema heterogonal fuerte de vectores como aquel

oo

§ o .. : ‘W
sistema heterogonal {a, | n € N} que verifica la condicién 0. 5 donde

8, designa el infimo de los angulos formados por las envolturas lineales ce-
rradas de sucesiones parciales disjuntas tomadas a partir de #, es decir,
contenidas en

arv-l—l.r a,.+2,

Dichos sistemas heterogonales ﬁoseen, entre otras, las siguientes pro-
piedades :

1. Todo sistema heterogonal fuerte es conmutativo,

2. La condicién necesaria y suficiente para que un sistema heterogo-
nal {a, | #€ N} sea fuerte, es que verifique

™
a ([ay, ..., a,], [ani1, "])ﬂfm—'z—‘“
conmutativamente.

[29], 6. Todo sistema heterogonal fuerte es asintéticamente ortcgonal
[v. sistema asintéticamente ortogonal, [6] 1.

Siguiendo en la iinea de la heterogonalidad fuerte, en [29], 3 estudio
los operadores lineales acotados que conservan dicha propiedad, y llego a
los resultados que a continnacién se exponen,
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Op-e%adores que conservan la heterogonalidad fuerte: semejanza ukvlnté!iaa

Sea A un operador lineal acotado, con inverso a la mqmenda igualmente
acotado A7 Entonces son eqmvalentes las 51g111entes proposiciones :

T
a) Sid haLe corresponder a los rayos 1, s.(n=1,2,.. ) 3 alry, s) ——>~n~2ﬁ,,
{1'“ | €N}, {s.|#nE€N} carentes de rayo de acumulacién débil, los Tayos’
t'uy §'» respectivamente, entonces estos ﬁltlmos verifican la misma condlmon
angular limite : ‘ :
P L3
44 ('rn: S:l) :m_z'—_
) —

[Esta propiedad vendréd denotada abreviadamente por —g—wj

b} A conserva la heterogonalidad fuerte.
—e

-
Se demuestra que & 9§,

Llego a la siguiente caracterizacidm :
Un operador lineal acotado A (con inverso acotado A~") posee la propie-

—
dad 8 cuando y sblo cuando verifica una ecuacién de la forma
A¥A =R T +:C,

donde k* >0 y C designa un operador completamente continuo. Y esto-
equivale a que A sea de la forma :

A=kV + D,

donde D representa un operador completamente continue, y V3 VYV = I '
(isométrico).

Me¢ ha parecldo conveniente llamar al operador %V + D semejanza.
asintdtica. :

[29], 11. Un operador acotado biuniveco 4, con espacio imagen cerrado-
puede -considerars-e como «semejanza asintdtica localn, en el sentido siguiente:-
dado un subespacio lineal cerrado M de infinitas dimensiones, existe un
stthespacio lineal cerrado también de infinitas dimensiones NC M, en el
cual la restriccién A | N es de la forma £ U + C (k> 0, U isométrico,
completamente continuo). Este resultado admite la siguiente generalizacién :
todo operador acotado biunjvoco es «localmentes de la forma B U + C, con
k=0, U isométrico y C completamente continuo.

Carxin [7] ha tratado el anillo cociente del anillo de los orpe1adores li-.
neales acotados definidos en H, por el ideal de los operadores completamen-
te continuos. Ha demostrado que dicho anillo cociente es isomorfo al anillo.

)
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de los operadores acotados, definidos en un conveniente espacio de Hilbert
L no separable. Por un tal isomorfismo, un operador de la forma EV+D
([29], 11) tiene como imagen una semejanza en L. Asf tenemos, en el es-
pacio de Hilbert no separable £, una semejanza como imagen de la seme-
janza asintética, definida en el espacio de Hilbert separable. La imagen en

—3
L de la propiedad B es precisamente la invariancia de los Angulos.

Los dpemdoms lineales acotados en relacidn con el conjunto
de los ravos del espacio de Hilbert

[) Caracterizacién de los operadores acotados biunivocos, con espacio i
imagen cerrado, [29], 12. :

Un operador acotado biunivoco tiene espacio imagen cerrado o no, se- '
glin que, respectivamente, sea angularmente contituo de modo uniforme
o no. 'Hs decir, se distingne por ser o no uniformemente continuo en el
espacio de los rayos de I, '

2) Los operadores acotados, en relacién con los sistemas topolégicamen-
te libres.

La condicién necesaria y suficiente para que el operador lineal A, aco-
tado y biunivoco, con D, = H, tenga A, cerrado, es que conserve los sis-
temas topolégicamente libres,

Los operadores acotados biunfvocos se caracterizan POr conservar sus
inversos los sistemas topolégicamente libres.

3) Caracterizacién de los operadores completamente continuos, en tér-
minos de rayos.

[29], 7. Los operadores hiunivocos de Hilbert-Schmidt son aquellos
para los que existe un sistema heterogonal de rayos, subtendiendo H, cuya
sucesién imagen converge débilmente g un cierto rayo. — De aqui resulta
que los operadores completamente continuog binnfvocos se caracterizan por
la siguiente propiedad : para todo subespacio lineal cerrado de infinitas di-
‘mensiones M, existe una sucesién heterogonal de rayos {7, | €N}, r. €M,
cuya sucesién imagen converge débilmente a un cierto rayo.

4} Los operadores acotados biunfvocos y los sistemas de rayos hetero-
gonales. 7

Sea un operador acotado biunivoco 4. En cuanto a su comportamiento
respecto de los sistemas heterogonales de rayos, pueden presentarse los
siguientes casos : :

a) " A conserva la heterogonalidad de los sistemas de rayos. [Equiva-
lentemente : la imagen de un sistema heterogonal e rayos carece de rayo {
de acumulacién débil]. El espacio imagen es cerrado, y reciprocamente.

b) Existe un sistema heterogonal de rayos, cuya imagen posee rayo de
acutmulacién débil.

-




Hsto puede ocurrir de dos maneras :

b) Hay un sistema heterogonal de rayos {7, | n€ N} completo :
(74, *2y oo Tay ...] = H, cuya sucesién imagen {#, = 4 7, | n € N} con:
verge débilmente a un cierto rayo.

Entonces 4 es un operador de Hilbert-Schmidt, y reciprocamente,

b")  No existe ningfin sistema heterogonal de rayos completo en la si-
tuacién anterior, pero existe al menos un sistema no completo, cuya suce-
sibn imagen converge débilmente a un cierto rayo.

Hay nuevamente dos posibilidades :

by") Tales sistemas se dan en todo subespacio lineal cerrado, de infi-
nitas dimensiones.

A es completamente continuo con |[|4]]} = oo, y reciprocamente.

b.”) Existe un subespacio lineal cerrado V, de infinitas dimensiones,
cuya imagen A(V) es también un subespacio cerrado.

A mo es completamente continuo, y su espacio imagen no es cerrado.

S) Acotacién de operadores lineales en términos de convergencia débil
de sucesiones homélogas de rayos, [29], 5.

Sea un operador lineal biunfvoco A4 3

T W
=00

Ar)—~W

=SVCD, WCA, A(WV)=W.

Entonces y sblo entonces A y A™ son acotados.

Sea un operador lineal A. FEs acotado cuando y sélo cuando la conver-
gencia simultinea

T = VI (ﬁn C DA)
n—3-00
A — W
N—mra

implica

‘ vCD, AWV)CW.

Representacidn de los operedores lineales acotados en términos
de operadores isométricos

En mi comunicacién al Congreso Matemético Internacional de Mosct
(agosto 1966), [29], 9, llego a representar un operador acotado A en la
forma :

A =" 5;‘1 li V,' + F,
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donde A son nfimeros reales, ¥, operadores isométricos parciales cuyos sub-
espacios correspondientes Dy, son dos a dos ortogonales, y F es un operador
completamente continuo.

Partiendo de este resultado deduzco que se puede representar mn ope-
rador lineal acotado 4 en la forma

A =20V PY+3 v (V Oy,
p i

mediante un operador isométrico total V , dos sucesiones de subespacios or-

togonales dos a dos (P, Q; designan las respectivas proyecciones) y, respec-

tivamente, dos sucesiones numéricas X Jo<x<FRl, {v|w—o0t,

siendo de dimensién finita los subespacios del segundo sistema.

Volumen de la figura determinada por una sucesién de vectores
unitarios, [29], 8

La condicién necesaria y suficiente para que el volumen determinado por
una sucesién de vectores unitarios {a, | # € N} sea mayor que cero, es que
la matriz -

”al’ az.’ L) a’n, ..‘”

represente un operador, con inverso a la izquierda, de la forma U + T,
donde U*U =1, |||T]]] < vo.

Definicion de una Topologia en el conjunto de los YAVOS
del espacic de Hilbert :

Dentro de mis filtimas investigaciones, creo es de destacar la definicién
de una Topologia en el conjuuto de los rayos de H, cuyas sucesiones con-
vergentes coinciden con las que lo son débilmente. Dicha topologia me ha
venido sugerida por la definicién de entorne débil que da . R. Lorcn,
23], 2.
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