DISCURSO DE CONTESTACION AL ANTERIOR

por el Académico

Itmo. Sr. D. RaraerL Ropricuez VibaL

Excelentisimos e llustrisimos sefiores,

Sefioras y sefiores:

Con verdadera satisfacciéon intentaré cumplir la honrosa tarea que me
ha confiado la Academia de Ciencias de Zaragoza, en cuyo nombre debo dar
la bienvenida al nuevo Académico D. Baltasar RopricUEz-SavLiNas PALERO
y contestar al brillante discurso que acaba de leernos.

La tradicién ha impuesto unas normas estrictas e invariables para esta
tarea; normas acertadas, tanto como obligatorias, que yo acepto gustoso
y que hoy me parecen bien faciles de cumplir. Segiin ellas debe hacerse pri-
mero un relato de la vida cientifica del recipiendiario ; y ésta en el caso pre-
sente es tan densa, que mi unica dificultad serd resumirla. A esto debe
seguir un comentario a la bella leccién que hemos oido y en verdad, que
por el tema fundamental que aborda, la riqueza de ideas y la profunda
habilidad de la exposicién, tal vez seria oportuno sustituir el comentario
por un recuerao del clasico decir: “Esto, Inés, ello se alaba, no es me-
nester alaballo”.

Nacié el Profiesor Ropricurz-Sarinas en Alcalda de Henares, el aifio
1925. En el Instituto de Ensefianza Media de aquella localidad cursé sus
estudios de bachillerato, y es justo sefialar que su catedratico de Matema-
ticas, D. Leoncio GonzArLEz Cavrzapa, descubri6 inmediatamente las excep-
cionales condiciones de su discipulo, tanto que fue el primero en aconse-
larle la orientacién a la Universidad, y presentarle a los profesores de la
de Madrid, a quienes el estudiante de bachillerato sorprendia con consul-
tas y comentarios criticos relativos, por ejemplo, a los textos de Andlisis
Matemadtico de Picard, Goursat y analogos, o con la resolucién de proble-
mas propuestos en conferencias universitarias.

Los estudios de Licenciatura y Doctorado los cursé en la Universidad
de Madrid, huelga afadir que con las méximas calificaciones, y en los
anos 1948 y 1952 mereci6é los respectivos grados de Licenciado y Doctor
en Ciencias Matemdticas. Entonces comienza su vida profesional, aunque
la lista de sus publicaciones, como veremos, habia comenzado antes, du-
rante la etapa estudiantil. Inmediatamente después, en 1953, ingresa en
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el Cuerpo de Ingenieros Gedgrafos y al afio siguiente consigue, por oposi-
cion, la catedra de Andlisis Matemdtico en esta Universidad de Zaragoza.
Aqui, por fortuna para nosotros, viene desarrollando desde entonces una
intensa actividad docente e investigadora. Para ocuparse totalmente en
su quehacer universitario, en 1955 solicité la excedencia como Ingeniero
Gebgrafo, en cuyo Cuerpo tiene el titulo de Doctor Ingeniero.

Pero conviene retroceder un poco en el tiempo, para exponer un re-
sumen sistematico de la vida cientifica de nuestro ilustre compaiiero (con-
tada en lo anterior a grandes rasgos), seguida del rico sumario de sus
publicaciones.

1. TiTUuLOS PROFESIONALES

Licenciado en Ciencias, Seccién de Matemaéticas: 13-XII-1949. Hizo constar su sufi-
ciencia en la Universidad de Madrid: 28-VI-1948.

Doctor en Ciencias, Seccién de Matemadticas: 25-11-1954. Hizo constar su suficiencia
en la Universidad de Madrid: 31-I-1952.

Catedratico de Universidad: 4-V-1954.

Ingeniero Gedgrafo: 1953. Ingresé por concurso en el turno de “Licenciados en Cien-
cias Matemadticas o Fisicas”.

Doctor Ingeniero Gedgrafo: 19-VI-1954.

2. Becas Y PENSIONES

Becario de la Fundacién del Conde de Cartagena: 1946-47 y 47-48.

Becario del Instituto Jorge Juan: 1949-52.

Becario “José Miguel Guitarte”, del S. E. U.: 1950- 1951 y 1952.

Becario “Matias Montero”: 1953.

Beca de Intercambio Cultural con Italia durante marzo-agosto de 1951.

Pensionado por la Comisaria de Proteccién Escolar y Asistencia Social para traba-
jar en Italia durante tres meses, en el verano de 1959.

Fomento de la Investigacién en la Universidad en el Plan Nacional de Desarrollo.
Conftrato suscrito el 21-XI1-1963.

3. Premios v HONORES

Premio de Matemdticas, concedido por el Sr. Ministro de E. N., en la Primera Expo-
gicibn de Trabajos Précticos de los Instifutos Nacionales de Ensefianza Media: 21-VIII-
1943.

Accésit al Premio Nacional Fin de Carrera: 21-XI-1948.

“Victor de Bronce” del S. E. U.: 21-XI-1948.

Premio Extraordinario de la Licenciatura en Ciencias Matemaéticas.

Premio Extraordinario del Doctorado en Ciencias Matemaéticas.

Premio “Alfonso el Sabio”, de 1952, por el trabajo: “Sobre las funciones convexas
Yy sus aplicaciones a la determinacién del comportamiento asintético de las transforma-
das de Laplace y de Laplace-Stieltjes”.

Académico electo de la de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas y Naturales de Zara- -

goza : 20-I1-1957.

Consejero Adjunto del Patronato “Alfonso el Sabio”, del Consejo Superior de In-
vestigaciones Cientificas: 1959.
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4. CENTROS CIENTIFICOS DONDE HA LABORADO (excepto la Universidad)

En la “Fundacién del Conde de Cartagena”, con el Académico Excmo. Sr. D. José
Alvarez Ude. (Real Academia de Ciencias. Madrid.)

En el Instituto “Jorge Juan” de Matemdticas, con el Profesor Dr. D. Ricardo San
Juan. (Consejo Superior de Investigaciones Cientificas. Madrid.)

En el Instituto Mateméatico “Ulisse Dini” de Florencia, con el Profesor Dr. Giovanni
Sansone.

Seminario Matemético “Garcia de Galdeano”, de Zaragoza. Profesor Agregado, des-
de 1955.

Ingeniero Gedgrafo. En activo: 1953-55.

5. CURSOS DE LICENCIATURA QUE HA DESARROLLADO EN LA F. pE (. pDE LA UNIVERSIDAD
DE ZARAGOZA

Andlisis Matemdtico 4.° (Titular).

An4lisis Matemdtico 5.° (Titular).

Calculo de Probabilidades y Estadistica Matemética: 1954-64.
Topologia : 1954-55.

Fisica Matemadtica : 1955-58.

Mateméticas aplicadas a la Fisica 1.°: 1960-62.

Matemdticas aplicadas a la Fisica. 2.°: 1958-59 y 1962-64.
Mateméticas Generales (Selectivo): 1959-60.

Cursos pE DoCTORADO

&

Funciones algebraicas y sus integrales: 1954-55.
Andlisis Funcional : 1955-57.

Grupos de Lie: 1957-58.

Teoria de las Distribuciones: 1958-59.

Andlisis General : 1959-60.

An4lisis Funcional : 1960-63.

Teoria de la medida: 1963-64.

Teoria de los Haces: 1964-65.

=

SOCIEDADES GIENTIFICAS A LAS QUE PERTENECE

Real Sociedad Matemdtica Espaiiola. Desde 1942.

Asociacién Espaifiola para el Progreso de las Ciencias. Desde 1958.
Unione Malematica Italiana. Desde 1959.

Es recensionista del “Zentralblatt fiir Mathematik”.

8. CONGRESOS, ASAMBLEAS Y REUNIONES CIENTIFICAS EN QUE HA PARTICIPADO

a) Congresos Luso-Espafioles para el Progreso de las Ciencias:

XXIV. Madrid, noviembre, 1958. Present6 varias comunicaciones que figuran entre
las publicaciones con los niimeros 24, 31, 33, 34 y 35.

XXV. Sevilla, noviembre, 1960. Present6 varias comunicaciones que figuran enfre
los mimeros 29, 32, 39 y 40, y otras que dieron origen a las publicaciones 25 y 41.

XXVI. Oporto, junio, 1962. Present6 varias comunicaciones que figuran entre las
publicaciones con los niimeros 43 y 44, y un resumen de la publicacién 42.

VI. Congresso Nazionale dell’Unione Matematica Italiana. Népoles, septiembre, 1959.

Present6 una comunicacién que figura como publicacién nimero 26. Representante de
la Real Sociedad Matemédtica Espaiiola.
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International Congress of Mathematicians. Estocolmo, 1962. Presenté la comunica-
ci6n: “On the area problem”.

b) Reuniones Anuales de Matemdticos Espaiioles:

II. Zaragoza, octubre, 1961. Present6 varias comunicaciones que figuran entre las
publicaciones con los nimeros 36, 37 y 38.

III. Barcelona, noviembre, 1962. Present6 varias comunicaciones que figuran entre:
las publicaciones con los nimeros 46 y 47, y ofra que dio origen a la mimero 48.

IV. Salamanca, diciembre de 1963. Present6 varias comunicaciones que figuran entre:
las publicaciones con los nimeros 49 y 50.

V. Valencia, octubre de 1964. Present6 varias comunicaciones que figuran entre las:
publicaciones (en prensa), nimeros 61 a 4.

¢) Reuniones de Aproximacién Filosé6fico-Cientifica.

Se han venido desarrollando estas reuniones patrocinadas por la Institucion “Fer-
nando el Cat6lico” (C. S. I. C.) en la Diputacién Provincial de Zaragoza, a partir de
1957.

d) I Asamblea de Catedréticos de Facultades de Ciencias. Zaragoza, octubre, 1962..

e) Ha sido invitado a dar una Conferencia en el proximo Congreso de Matemdticos
de Expresién latina, en Namur (Bélgica).

9. CONFERENCIAS Y PUBLICACIONES DE FIN DIDACTICO

“Espacios funcionales”. Segunda Reuni6n de Aproximacién Filoséfica-Cientifica: “EF
Espacio”. Institucién “Fernando el Catdlico” (C. S. I. C.) Zaragoza, 1959 (Publicada).

“Numeros transfinitos”. Cuarta Reunién de Aproximacién Filoséfica-Cientifica: “La:
Cantidad”. Institucién “Fernando el Catélico” (C. S. I. (C.) Zaragoza, 1963 (Publicada).

“Los Espacios L*”. En el Seminario Matemdtico de Zaragoza, 1963.°

“La Teoria de las Distribuciones”. En el Seminario Matemético de Zaragoza, 1963.

“Los simbolos z¥ y log y”. En el Seminario Matemdtico de Zaragoza, 1964.

Traduccién de varios articulos de la Encyclopedia of Science and Technology Me
Graw-Hill.

10. PUBLICACIONES

1. “Determinante que da f(z + y) en funcién de f(z) y de f(y)’. Rev. Euclides.
Afio II (1942}, 159-162.

2. “Resto de la divisién en que el dividendo es f(z) y el divisor (z — a)"*
(z —a)”? ... (x— a,"*”. Rev. Euclides. Ao II (1942), 194-195.

3. “Resolucién de la ecuacién funcional”.

F [z + 2F(z) F/(z) 1 + F (zF]

Bi(m)s=r=k -
1 4 2F'(x)p?

Rev. Euclides. Afno IT (1942), 349-351.

4. “Una demostracién sobre la integral de Dirichlet”. Rev. Euclides. Afio IT (1942).
pégina 425.

5. “Sobre un caso parficular de la ecunacién lineal ¥’ + oy = 7. Rev. Euclides.
Afio IIT (1943), pag. 90.

6. “Modo de sumar algunas expresiones”. Rev. Euclides. Afio TIT (1943), 343-348.

7. “La inversién en el orden de la derivacién”, Rev. R. Acad. de Ciencias de Ma-
drid, vol. 42 (1948), 37-70.
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8. “Sobre la teoria de la medida”. Rev. R. Acad. de Ciencias de Madrid, vol. 42
(1948), 465-491.

9. “Sobre una funcién meromorfa y sus aplicaciones a la suma de series”. Rev. Ga-.
ceta Mat., vol. 3 (1951), 6-17.

10. “Sobre la determinacién de una funcién analitica conocida su parte real. “Rev..
Gaceta Mat., vol. 4 (1952), 44-46.

11. “Sobre el comportamiento asintético de la aplicacién reiterada de una sucesién-
de funciones”. Rev. Gaceta Mat., vol. 4 (1952), 81-90.

12. “Sobre la regién de los valores de una funcién lisa”. Rev. Mat. Hisp.-Amer.,
volumen 12 (1952), 223-228.

13. “Sobre una generalizacién de las férmulas de Taylor, Darboux y Euler-Mac Lau-
rin”. Rev. Mat. Hisp.-Amer., vol. 12 (1952), 281-289.

14. “Sobre varias formas de proceder en la determinacién de periodos de las mareas .
y prediccion de las mismas en un cierto lugar”. Rev. R. Acad. de Ciencias de Madrid,
volumen 46 (1952), 17 pégs.

15. “Transformadas de Laplace de algunas funciones integrales”. Rev. Garceta Mat.,
volumen 5 (1953), 157-158.

16. “Sobre ciertos desarrollos asintéticos de integrales de Laplace curvilineas”. Re- -
vista Mat. Hisp.-Amer., vol. 13 (1953), 120-127.

17. “Exposicién de algunos teoremas conocidos y otros nuevos sobre convergencia .
ordinaria y uniforme de la integral de Fourier”. En colaboracién con Ricardo SAN Juan.
Rev. R. Acad. de Ciencias de Madrid, vol. 47 (1953), 495-510.

18. “Complemento a un teorema de Ahlfors-Heins sobre funciones subarménicas”.
Rev. Acad. de Ciencias de Zaragoza, vol. 9 (1954), Fasc. 2.°, 119-125.

19. “Funciones con momentos nulos”. Rev. R. Acad. de Ciencias de Madrid, vol. 43~
(1955), 331-368.

20. “Los problemas de unicidad en la teoria de series asintéticas. Expresiéon de fun-
ciones semi-analiticas mediante los algoritmos de Borel y Stieltjes”. Rev. R. Acad. de.
Ciencias de Madrid, vol. 50 (1956}, 191-227.

21. “Sobre la ecuacién diferencial”.

a2y [ a, + a, cos 2z mim—1) nn— 1)] 5
= y =0.

dz? b, + b, cos 2z cos® x sen? x

Tesis Doctoral. Rev. Mat. Hisp.-Amer., vol. 15 (1955), 31-47, 121-135, 182-208; vol. 16=
(1956), 49-71, 122-150, 229-263. Memorias de Mat. del Instituto Jorge Juan, nimero 18,
145 pags. (Contiene seis apéndices.)

22. “Moments de fonctions analytiques et probleme de Watson”. J. de Math. Pures.
et Appl., vol. 9 (1956), 359-382.

23. “Ceros de las funciones de una clase no cuasi-analitica en R™. Prolongacién no..
cuasi-analitica”. Collectanea Math., vol. 9 (1957), 65-77.

24. “Una desigualdad entre las cotas de las derivadas de una funcién analitica. en un
dngulo”. Rev. Las Ciencias, de Madrid, ano XXIII (1958), 533-539.

25. “Disuguaglianze tra limiti e coefficienti dello sviluppo asintotico di una funzione
in un angolo”. Ann. di Mat. Pura ed Appl., vol. 48 (1959), 147-159.

26. “Sulla stabilitd delle soluzioni per 1’equazione differenziale del secondo ordine-
a coefficienti periodici”. Rend. Circolo Mat. di Palermo, vol. 8 (1959), 206-224.

27. “Aproximacién uniforme de una funcién continua por un conjunto convexo de-
funciones continuas”. Coller. Math., vol. 11 (1959), 175-202.

28. “Equivalenza di classi di funzioni con sviluppo asintotico in un angolo. Funzioni -
caratteristiche”. Boll. Unione Mat. Italiana, vol. 14 (1959), 525-531.

29. “Sobre la estabilidad de la ecuacién funcional f(z + y) = f(z) + f(y)”. Rev. Acad.
de Ciencias de Zaragoza, vol. 14 (1959), Fasc. 1.°, 5-7.

30. “Variacién de las raices caracteristicas de una ecuacién diferencial de segundo-
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<orden con coeficientes periédicos”. Ann. di Mat. Pura ed Appl., vol. 52 (1960), 107-161.

31. “Solucién de un problema de Bang de la teoria de clases cuasi-analiticas”. Rev.
Las Ciencias, de Madrid, aio XXV (1960), 257-261.

32. “Sobre el cambio de variable en las integrales multiples”. Collec. Math., vol. 12
+(1960), 139-153.

33. “Una férmula asint6tica para algunas fransformadas de Laplace”, Rev. R. Acad.
~de Ciencias de Madrid, vol. 54 (1960), 177-187.

34. “Un desarrollo agintético de ciertas transformadas de Laplace”. Rev. R. Acad.
~de Ciencias de Madrid, vol. 54 (1960), 167-176.

35. “Funciones que verifican en cada punto de un intervalo a una ecuacién diferen-
~cial variable con el punto”. Rev. R. Acad. de Ciencias de Madrid, vol. 54 (1960), 301-311.

36. “Estabilidad y ceros de las soluciones de una ecuacién diferencial lineal de se-
gundo orden con coeficientes periddicos”. Rev. Acad. de Ciencias de Zaragoza, vol. 15
(1960), Fase. 2.°, 5-9.

37. “Solucién del problema de equivalencia de clases de funciones con desarrollo
-asintético”. Rev. Acad. de Ciencias de Zaragoza, vol. 16 (1961), Fasc. 1.°, 47-51.

38. “Existencia de puntos de Weierstrass de funciones reales. Maximos y minimos
-en espacios casi numerablemente compactos”. Rev. Acad. de Ciencias de Zaragoza, vol. 16
(1961), Fasc. 2.°, 5-10.

39. “Conjunto de valores de un coeficiente diferencial’. Collec. Math., vol. 13
(1961), 3-13.

40. “Crecimiento de una funci6n analitica en un é&ngulo”. Collec. Math., vol. 13
(1961), 197-217.

41. “Existencia de maximo de funciones reales continuas en espacios casi numera-
blemente compactos. Ann. di Mat. Pura ed Appl., vol. 56 (1961), 375-413.

42. “Generalizaci6n sobre médulos del teorema de Hahn-Benach y sus aplicaciones”
~Collec. Math., vol. 14 (1962), 105-151.

43. “Sobre el tultimo teorema de Fermat y la ecuacién”.

oru o™u cru
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Rev. Fac. de Ciencias de Lisboa, vol. 9 (1962), 35-44.

44. “Una generalizaci6n de los teoremas de von Staudt y Darboux”. Rev. Fac. de
“Ciencias de Lisboa, vol. 9 (1962), 77-86.

45. “Clases de funciones analiticas. Clases semi-analiticas y cuasi-analiticas”. Rev.
Acad. de Ciencias de Zaragoza, vol. 17 (1962), Fasc. 1.°, 5-75. Publicaciones del Semina-
rio Mat. “Garcia de Galdeano”, niimero 6, Zaragoza, 1962.

46. “Crecimiento de una funcién analitica en una banda de anchura no constante”.
“Collect. Math., vol. 15 (1963), 5-22. Actas de la III Reuni6n Anual de Mat. Espaifioles.

47. “Una clase de grupoides: tribus. Inmersién en una tribu”. Collectanea Math.,
‘volumen 15 (1963), 153-167. Actas de la IIT Reunién Anual de Mat. Espaifioles.

48. “El problema de la extensién”. Ann. di Mat. Pura ed Appl., vol. 64 (1964), 133-189.

- PUBLICACIONES EN CURSO:

~ 49. “Sobre la prolongacién de funcionales lineales”. Actas de la IV Reunién de Mat.
Espaiioles. Collecth. Math.

50. “El método de iteracién en la teoria de puntos fijos”. Actas de la IV Reuni6n
~de Mat. Espaiioles. Rev. Mat. Hisp.-Amer.

51. “Sobre la ecuacién funcional f(z + y; = f(z) f(y) y las funciones a® y log z”.
-Actas de la V Reunién Anual de Matemdticos Espafioles. Rev. Mat. Hisp.-Amer,

52. “Construcciéon de medidas de Borel sobre los espacios regulares”. Actas de la V
“Reunién Anual de Matemdticos Espafioles.
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53. “La cantidad en la Teoria de la Medida”. Actas de la V Reuni6n Anual de Ma-
temdticos Espafioles.
54. “Sobre los cuerpos no conmutativos de rango cuatro respecto de su centro”. (En

colaboracién con D. José Garay pE PaBro.) Actas de la V Reunién Anual de Matemdticos
Espaiioles.

La recensién de todos estos trabajos va quedando escrita paulatinamen-
te en las péaginas del “Mathematical Reviews” y del “Zentralblatt fiir Mat-
hematik” y no es posible ni resumirla aqui. Varios de ellos se citan en tra-
tados tan importantes como son, por ejemplo, el de G. Doerscu: “Hand-
buch der Laplace-Transformalion” y el de G. Auman~: “Reelle Funktionen”
(ambas de la Springer-Verlag-Berlin).

Nos parece oportuno hacer observar que los trabajos iniciales de esta
relacién fueron publicados mientras el autor era estudiante. Realmente, la
historia de la ciencia nos muestra, que la creacién intelectual en los gran-
des matematicos, aunque no de tan extremada precocidad como la de algu-
nos grandes musicos, si es mucho mas juvenil de lo que ordinariamente
se cree. No puedo resistir la tentacién de exponer, al margen de esto, mi
discutible opinién personal, de que es muy culpable de la languidez de la
vida cientifica patria, en el concierto internacional, la circunstancia de que
nuestros planes de estudios y funestos exdmenes diversos impiden a nues-
tra juventud una actividad intelectual original hasta una edad demasiado
avanzada. Desde su primera juventud, un alumno normal deberia poder cul-
tivar algunas ideas por cuenta propia, mientras que las reglamentaciones
dichas, alfamente coactivas, hacen que esto sélo sea posible para las men-
tes de calidad excepcional, como ha sido sin ninguna duda, el caso del se-
nor R.-SALINAS.

Se observara también, que varios de estos trabajos fueron publicados
en la Revista de nuestra Academia de Ciencias, lo que naturalmente, trae
consigo que al recibir esta Corporacién al autor, la acogida sea més real-
mente afectiva.

Una tercera observacién es que ninguno de estos trabajos sea de los lla-
mados de exposicién, ni tan siquiera de sintesis. Se trata en todos ellos de
temas de investigacién pura y en ningun caso elementales (salvo los pri-
meros, de la época escolar). El Prof. R.-Sarinas parece incapaz de acercar-
Se a ningun tema en una forma trivial, y la leccién que acaba de desarrollar
lo confirma, aunque en esta ocasién, muy acertadamente, haya hecho cier-
tas concesiones al concepto de lo que los no matematicos llaman amenidad.
Y prescindo de otras observaciones espontdneas, porque esta tltima acaba
de llevarnos al comentario de la leccién inaugural, con el que pobre pero
reglamentariamente debe concluir nuestra intervencion.

£ £ 3 S

Una frase que la genial concertista Wanda Lanxpowska gustaba de repe-
‘tir dice: “No se sabe nunca bien toda la misica que hay en un minué”. Era
f4cil la pardfrasis y preguntarnos: “iQuién sabra verdaderamente cudnta
Matematica hay en una “regla de tres?” Y por cierto, que si en esta refle-
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xién menciondbamos la regla de tres por ser segura parcela del saber co-
muin que desde la mds primaria enseflanza se juzga dominado, no es menos
cierto que para el caso que nos ocupa resulta su alusién especialmente
oportuna.

La “regla de tres” es el fruto que todos alcanzamos de la teoria de la
proporcionalidad ; su manifestacién evidente; la base de cualquier practica
usual de medida. En la entrafia de la regla de tres, sin embargo, estd la
ecuacién funcional de la proporcionalidad, f(Cx)=Cf(x), de todos conocida, -
al menos en su apariencia formal; y si no todos si muchos, conocen la in-
tima relacién de ella con la ecuacién funcional f(z + y) = f(x) + f(y).
Pero en esta relacién todos los matematicos (ya no todas las gentes) saben
bien que hay bastante tema de estudio; tanto, que hasta el fondo de la
cuestién no todos han sabido llegar. Ahora, bastara ver los trabajos dedi-
cados a este tema por nuestro nuevo compaiiero, para admitir sin dificul-
tad que entre los pocos que sepan casi todo lo que hay que saber sobre la
regla de tres estd el Prof. Ronrfcuez Sarivas. Ademds, como se ve en lo
que nos ha dicho, la asercién f(z + y) = f(z) + f(y) no es sino el princi-

n

pio del asunto. Pues aunque la generalizacién al caso f(= (xy) no trae nada
1

esencialmente distinto, aparece finalmente la condicién de aditividad infi-
nita, f(2 z) = = f(z;) que nos lleva a la primeras dificultades.
i€l i€l

Simultdneamente a las mayores exigencias de las condiciones plantea-
das en el problema de la medida (o, por mejor decir, indisolublemente uni-
das con estas exigencias) estd el creciente grado de generalidad y de abs-
traccién de las entidades a las que se aplica. Esas = se parecen cada vez
menos a los puntos y otras entidades de la geometria euclidea.

No intentaré repetir la sintesis de la cuestién, que el Prof. R.-SariNas
ha hecho inmejorablemente.

Es claro que sélo en una etapa de ingenuidad pre-cientifica pueden ad-
mitirse como satisfactorias, esto es. claras por si mismas, las expresiones:
que aseguran, por ejemplo, que la linea es la figura que sélo tiene una di-
mensién ; que la medida de una linea es su longitud; que la superficie es:
el limite de un cuerpo y el drea es la medida de una superficie; con otras.
muchas de este tipo escolar. Sin embargo, el examen critico de estas nocio-
nes no aport6 ningtin resultado cualitativo importante hasta el siglo pasado.

Consideremos primero el caso de una linea. Una especulacién sistemd-
tica debe comenzar por preguntarse qué cosa es una linea o curva, y luego
serd el momento de preguntarse qué es longitud de la curva. Pero ocurre,
que ya la respuesta a la primera pregunta trae consigo novedades y sor-
presas, que hacen mds dificil contestar a la segunda, como vamos a ver.

Para ganar en simplicidad, consideremos el caso de una curva plana.
Intuitivamente aparece como un conjunto de puntos que se dirian obteni-
dos de un hilo flexible y eldstico, deformdndolo convenientemente. Esto
se traduce de modo méas técnico en decir que “curva”’ es un conjunto de
puntos en correspondencia con los puntos de un segmento. Pero tambiém
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es preciso meditar qué condiciones debe reunir esta correspondencia para

que la “curva” asi definida sea una entidad siquiera parecida a la que ordi-

nariamente se entinde por curva. Eso mismo, dicho analiticamente, equi-
vale a representar la “curva” paramétricamente mediante un par de ecua-
ciones de la forma

=" (1) Y = Bi(t) =7 =3

y a preguntarnos como han de ser estas funciones «, 8 para que la condi-

ci6n antedicha de parecido intuitivo sea satisfecha. Es oportuno notar que
esas férmulas tienen también una interpretacién fisica ev1dente interpre-

tando el parametro ¢ como el tiempo y, en ese caso, la “curva” como “tra-
yectoria” de una particula: las ecuaciones paramétricas dan su posicién en

¢l instante ¢.

Pues bien, si no se exigen especiales condiciones a esta corresponden-

‘cla, que es decir a estas funciones, el aspecto del conjunto de puntos que

resulta puede ser completamente distinto de una curva intuitiva. Un nota-
ble ejemplo lo presenté Peanxo en 1890 al publicar su ejemplo de “curva”

-que llenan todo un cuadrado, en un articulo breve, de muy pocas y muy
claras paginas, que es de los que mds rdapida sensaci6n produjeron en el

mundo matemético, por su elegante novedad.

Antes de esto habia obtenido JorpAnx un notable resultado. Si las fun-
ciones «, 8 son uno a uno y continuas, la curva se llama un arco simple

0 arco de Jorddn. Si ademds es « (a) = « (b), B (a) = B (b), la curva se

llama curva cerrada de Jorddn. Esta curva cerrada ya tiene con las curvas
intuitivas una semejanza muy importante, y es ésta: dividir al plano en
dos regiones de modo que no se puede ir de una a ofra sin atravesar esa
linea. Pero todavia esta curva puede ser mdas singular de lo que se espera:
puede no tener tangente en ningin punto y puede también, y esto es lo
importante aqui, no ser rectificable, es decir, no tener longitud.

Esta es, en efecto, la pregunta que nos interesa ahora: ¢qué es longitud

de una curva? Los mateméticos supieron desde siempre que este concepto

no es primitivo y podriamos decir que desde el nacimiento del cdlculo in-
tegral, y mds todavia después de Caucmy, los matematicos plantearon con
rigor el paso al limite que implica la definicién de longitud, y también
el método para calcularla. Sin embargo, en los 51glos XVII y xvi, aplicaron
el método a curvas definidas por funcuoneb ‘buenas” (KrLEIN), es demr que
no daban origen a las curvas patolégicas, post-intuitivas, cuya existencia
no se sospechaba antes de WEIERSTRASS y JORDAN.

Por lo que hace a las superficies, los problemas anteriores aparecen,
naturalmente, agravados. Pero ahora queremos aludir s6lo a otra paradoja
elemental, que aparece sin salir de las superficies mas regulares y ordina-
1as, como la superficie de un cilindro por ejemplo. El area, en efecto, no
puede definirse como limite de las de superficies poliédricas inscritas cuyas

caras tienden a cero en todas las dimensiones. Esto lo puso de relieve

Scawarz ; esta dificultad se vence con una definicion adecuada, que el

-cdlculo integral ensefia, y esa definicién permite calcular el drea para una
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superficie; al menos si es lo bastante regular, sin que nos ocupemos de
precisar mds las condiciones que ésto exige.

Por lo que hace al cédlculo de volimenes, podemos mencionar una nueva
dificultad, puesta de relieve por HmserT y Pascu. En efecto, asi como en
las esquinas de un paralelogramo no podemos adaptar un cuadrado por
pequeiio que éste sea, pero esto no implica dificultad grave para definir
el drea porque podemos ficilmente recortarlo y convertir ese paralelogra-
mo en un rectdngulo, o de un modo general: dos poligonos cualesquiera de
igual drea son equidescomponibles, en cambio en las figuras del espacio no
ocurre tal cosa. La no equidescomponibilidad de un cubo y de un tetraedro
regular, por ejemplo, trae nuevas dificultades a la construccién rigurosa
de la teoria de los voliimenes; y esto es ya tan al principio de la Geometria
métrica del espacio que estd reflejada en simples textos elementales escri-
tos con rigor y preocupacién: el de Hapamarp, por ejemplo.

Pero las dificultades que hasta aqui hemos mencionado para establecer
el concepto y la medida de longitud, drea y volumen, no salen de un plano
elemental, por cuanto afectan verdaderamente a cnn]untm y figuras for-
madas por puntos que no difieren demasiado de los puntos y flfrurm ordi-
narias de la geometria euclidea... sean ellos lo que fueren.

No abandonemos todavia el “punto” ordinario que ha manejado la Ma-
tematica cldsica. Un nuevo aumento de generalidad se consigue cuando se
manejan comuntoa de puntos dl\tl‘ll)UIdO\ no en lineas, QUpCI‘flCIeb 0 Vo-
limenes méds o menos regulares o “patoldgicos”, sino formando conjuntos
de otros tipos, como pueden ser, para empezar, los conjuntos de puntos
con coordenadas racionales (sea esto en la recta, el plano o el espacio).
Conjuntos que, y esto es curioso, no son sélo creados por el gusto arbitrario
de los mateméticos, sino que aparecen impuestos a éstos por el mismo
desarrollo natural de las teorias del Andlisis matemdtico. Para estos con-
juntos de puntos ¢puede definirse algo parecido a la medida de las lineas,
superficies o volimenes ordinarios?

En primer lugar, esta nueva medida, si se consigue, debe ser tal, que
cuando el conjunto de puntos coincida con un segmento, superficie o vo-
lumen en el sentido cldsico, su medida se 1(1(>nhf1que con la longitud, area
o volumen ordinarios. Sin esta condicién de permanencia la pretendida
generalizacién no serfa mdas que un juego sin sentido. Ademds, la preten-
dida medida debe reunir las naturales condiciones de aditividad y satisfacer
a las exigencias complementarias que se impongan.

Pues bien, el problema fue resuelto bastante satisfactoriamente durante
el medio siglo que se centra hacia el afio 1900. Para no repetir una doc-
trina e historia que el precedente discurso resume perfectamente, baste una
referencia a los nombres de Peaxo, JornAN, CaNTOR, BaREL y LEBESGUE, que
representan bastante expresivamente el desarrollo de esta etapa clsica de
la teoria de medida de conjuntos.

En resumen ¢de qué entidades podemos decir que tienen una extension,
una medida del contenido? La verdadera calidad y trascendencia de la pre-
gunta se aprecia al dejar este espacio concreto, casi fisico, de la matemé-
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tica cldsica, y situarnos en el punto de vista abstracto y general a que la:
conferencia del profesor R.-Sarinas acaba de llevarnos. No deja de ser pa-
rado6jico, y sea esta la ultima paradoja de que se habla hoy, que el pro-
blema de la medida no haya podido ser planteado en toda su profundidad
hasta el momento en que la matemdtica puede pensar en no considerarse
mas la “ciencia de la cantidad” que dice la definicién escolastica.

Efectivamente, el proceso de abstraccién y generalidad, que segiin mu-
chos es la esencia de la Matematica, ha llevado de modo inevitable a la
creaciéon de los espacios abstractos. El concepto de espacio abstracto es el
de un conjunto con una estructura que generalice la nocién de espacio fisi-
co, pero ¢cudl es la nota intuitiva de este espacio fisico que se ha conside-
rado necesario trasladar a la estructura nueva para que ésta no sea una
pura entelequia? ¢Es acaso la nocién de distancia? De ninguna manera. Lo-
que los mateméticos han exigido a su creacién es bien leve: que permita
una generalizacién de la nocién de continuidad. En ese mismo momento-
pasé la Topologia a desempefar un primer papel en toda la estructuraciéon
de la Matematica actual. (He vacilado un poco en si seria mejor decir “es-
tructuracion actual de la Matemdtica” o estructuracién de la Matemadtica
actual ; y esto es por no saber ya del todo si la Matematica “es” algo mds-
que su propia estructuracién. Pero seria inoportuno prolongar estas obser-
vaciones marginales). Llevados asi, de un modo natural, a matematizar un
espacio topol6gico abstracto, cudnto nos falta por saber sobre las ideas de-
medida, extensién y contenido es lo que nos acaba de descubrir el nuevo
Académico en su valioso trabajo.

La Academia de Ciencias de Zaragoza, que se da cuenta perfecta de la
importancia de las ideas que el Sr. Ropricuez-Sarinas ha aportado ya en
este campo de la investigacién, y de la trascendencia que pueden llegar a
tener sus futuras investigaciones en el mismo, se honrard grandemente si
puede ofrecerle una atmdésfera intelectual apta para favorecer la elabora--
ci6n de tan prometedora obra.

He nicHO.
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