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NOTA DE LOS EDITORES

A finales de junio de 2007, Miguel estaba trabajando con mucho entusiasmo en su
discurso de ingreso en la Academia. Su repentina muerte dejé este trabajo, asi como

multitud de otros proyectos, sin terminar.

Cuando Mariano Gasca nos propuso que tomaramos las notas que él habia redactado
y las editdramos para su publicacién, la tarea nos parecié dificil pero necesaria. Dificil,
porque después de tantos afos trabajando con Miguel, conociamos el nivel de exigencia
que se habfa impuesto. Necesaria, porque hard posible que este trabajo vea la luz, aunque

no pueda ser exactamente en la forma en la que él lo hubiera redactado.

Sélo hemos revisado y completado sus notas. El plan de su charla ya estaba claramente
definido y a él nos hemos ajustado. Hemos eliminado alguna redundancia, completado
algin esbozo y afiadido alguna transicién pero, esencialmente, hemos respetado lo que
é] habia escrito. Es probable que en sucesivas revisiones hubiera desechado alguna de
sus anotaciones y anadido nuevo material. Con toda seguridad habria dedicado tiempo a

refinar aiin mas la redaccién.

De todas formas, su estilo de escritura (su voz) se reconoce claramente en muchos
parrafos, y sobre todo en los dos primeros capitulos y en la introduccion del ultimo, que,

en nuestra opinién, habfan alcanzado ya su forma definitiva.

Sirva, por tltimo, esta labor para expresar nuestro reconocimiento a quien fue guia
en nuestro trabajo matematico, consejero atinado en momentos de duda y, sobre todo,

amigo generoso con el que siempre pudimos contar.

Jost ANTONIO MOLER Y FERNANDO PLO




Bolas y urnas: La urna de Pdlya

Miguel San Miguel Marco




A NAPOLEON-LE-GRAND
Sire,
(.-.) Ce calcul délicat s’étend aux questions
les plus importantes de la vie,

qui ne sont en effet, pour la plupart,

que des problémes de probabilité. (...)'

(...) on verra qu’il n’est point
de science plus digne de nos méditations,

et dont les résultats soient plus utiles. (...)°

1. La mano izquierda de la Probabilidad

En estos primeros afios del siglo XXI las afirmaciones anteriores de Laplace sobre una
ciencia singular como la Probabilidad, desarrollada a partir de consideraciones mateméti-
cas sobre los juegos de azar, siguen siendo tan vélidas como en la fecha de su publicacidn,
en 1812. Sin embargo, debido posiblemente a este origen dudoso y a su tardfa formaliza-
cién matematica, algunos matemdaticos —poco cultos, quizds— suelen desdeinar la teorfa
de la probabilidad, considerdndola como tema menor relacionado con naipes, dados y

monedas y otras frivolidades igualmente irrelevantes.

Mé4s bien al contrario, el uso de esquemas —de metaforas de juego— es un apoyo
inestimable para la correcta concepcién matematica de situaciones de azar. Leo Breiman,
en el prefacio de su excelente libro Probability, dice: Probability theory has a right and
a left hand. On the right is the rigorous foundational work using the tools of measure
theory. The left hand “thinks probabilistically”, reduces problems to gambling situations.
coin-tossing, motions of a physical particle. Y asi es: tanto una como otra manos, derecha
e izquierda, en el sentido de Breiman, son necesarias en el andlisis e interpretacién de los

fendmenos aleatorios que la probabilidad estudia.

Por una parte, la mano derecha es el rigor matematico y los fundamentos analiticos:
es la teorfa de conjuntos de Cantor, la teorfa de la Medida e Integracion de Borel y Lebes-
gue en el siglo XIX y, ya entrado el siglo XX, las importantes aportaciones de Radon y

Nikodym, cuyo conocido teorema es una pieza clave de la teoria de la Medida, y también

'Laplace, Pierre-Simon de (1749-1827): Théorie analytique des probabilités. De la dedicatoria a Na-

poledn Bonaparte
2Ibid. Pdgina 3.




de la teoria de la Probabilidad, y no son menos mano derecha las ideas de Carathéodory y
Fréchet. Por otra parte, también es derecha el nexo de unién entre medida y probabilidad,
que ya utilizaba en 1909 el gran Emil Borel en su demostracién de la ley fuerte de los gran-
des numeros, y estd presente en los trabajos de Paul Lé\':y, Haussdorff, Lomnicki, Pélya,
Wiener, Steinhaus, Khinchin, Cantelli, Glivenko, Slutsky, Ulam, Hadamard y Bernstein,

entre otros.

En 1929, el no menos grande Andrei Nikolaevich Kolmogorov abordd el problema de la
axiomatizacion de la teoria de probabilidades mediante la teoria de la Medida, siguiendo
las ideas de Borel. Publicé primero una corta nota: Una teoria general de la medida y
del calculo de Probabilidades. Cuatro anos mds tarde, en 1933, la idea original de Borel
encontré su forma definitiva en la cldsica monografia de Kolmogorov Fundamentos de
la Teoria de Probabilidades, publicada en alemén por Springer-Verlag ( Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung), con lo que se dio solucién asi a una parte importante del
Problema Sexto de Hilbert. La Probabilidad, que habia perdido el prestigio alcanzado en
los siglos XVIII y principios del XIX, y se consideraba como “un pozo de adivinanzas
y paradojas”, en frase de Bourbaki, alcanza con Kolmogorov su mayoria de edad y se
manifiesta como una rama potentisima de las Matemadticas con métodos y problemas
propios.

En sus primeros desarrollos, la evolucién de la teoria de la probabilidad estaba basa-
da en la imaginacién y en ideas perspicaces, es decir en su mano izquierda, y lo estaba
mucho menos en su mano derecha, en axiomas matematicos. Deberia pensarse por tanto
que, a partir de 1933, las funciones de una y otra manos cambiarian completamente, de
modo que bastaria con usar las herramientas analiticas fundamentales y los necesarios
apoyos intuitivos, en igual proporcién que en otras ramas matemadticas, para conseguir
que el aprendizaje y la investigacién en probabilidades discurriesen por las mismas sen-
das que en la teoria de la Medida, por ejemplo, con la que mantiene estrechos lazos de
parentesco cientifico. Pero no ha sido asi, sino que, al modo de la Fisica, las matematicas
“fundamentales”, deterministicas o no, y el planteamiento previo en términos aleatorios
razonablemente simples, junto con la interpretacién inmediata de los fendmenos que se

describen, son elementos ineludibles y complementarios.

Incluso para matematicos avezados, entender las ideas y las nociones de azar y proba-
bilidad no es tarea facil, asi que aprender a manejarlas en entornos cientificos o técnicos
presupone realizar antes un “noviciado aleatorio” en el que, tras la adquisicién de serios
conocimientos matematicos para fortalecer la mano derecha, se ejercite la mano izquierda
probabilistica con ejemplos de juegos de azar y con los conceptos matemaéticos implici-
tos en su lenguaje (esperanza de ganancia, ruina del jugador, casinos, historia del juego,

martingalas,...), con el andlisis de paradojas y con incursiones en el estudio de procesos
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estocésticos elementales y de Estadistica.

Un camino lento, pero excelente, para acercarse a una parte importante de las ma-
tematicas del azar, de sus rapidisimos avances y de algunas de sus muchas aplicaciones, es
el estudio cuidadoso y paulatino de los modelos bésicos, de apariencia trivial, que desde
hace mas de trescientos anos se usan como soporte inicial de algunas respuestas matemati-
cas “a las preguntas mds importantes de la vida”, como le senalaba Laplace -exagerando,

aunque no tanto - a su gran Emperador.

En estas pdginas que siguen no hay otra cosa que referencias y descripciones de los
resultados mds importantes sobre los usos de urnas y bolas en el modelado estocdstico.
Sélo son, por tanto, una porcién de una “hoja de ruta” con la que guiarse en las poco

conocidas lineas de la mano izquierda probabilistica.

2. Los esquemas cldsicos: dados, monedas y urnas

2.1.  Pascal, Fermat y los Bernoulli: dados y monedas

En las primeras consideraciones hechas en los siglos XVII y XVIII sobre lanzamientos
repetidos de monedas o dados, o extracciones de bolas de una urna, ya se encontraba el
esbozo de las leyes de los grandes nimeros y del teorema central del limite, y hoy mismo
los problemas de monedas, dados, loterfas y bolas y urnas son fuente de inspiracién para

la construccién de modelos mateméticos de fendmenos aleatorios.

Al menos desde la correspondencia entre Pascal y Fermat sobre problemas de apuestas
en juegos de dados, que ambos matemadticos simplificaron a lanzamientos de monedas por
parte de dos jugadores, queda establecida la deuda de la moderna teoria de la probabilidad
con los dados y las monedas. Las reflexiones de Daniel Bernoulli en la Academia de Cien-
cias de San Petersburgo sobre un problema de su primo Nicklaus Bernoulli -la conocida
paradoja de San Petersburgo-, realizadas con el apoyo de un esquema de tiradas repetidas
de una moneda hasta que aparezca una cara por primera vez, reafirmaron todavia més la
posibilidad de resumir los caracteres mas significativos de un dificil problema estocastico

en términos de una moneda que se lanza al aire repetidamente.

2.2. “Ars Conjectandi”: la urna de Bernoulli

Los problemas de urnas han formado parte de la teoria de la probabilidad desde la

publicacién en 1713 del Ars Conjectandi de Jakob Bernoulli, o posiblemente desde antes.

La inspiracién del mds antiguo de los Bernoulli para considerar como esquema de azar

una urna con bolas pudo proceder de la costumbre medieval y renacentista de tomar un
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recipiente del que se extraian sucesivamente papeletas o guijarros para jugar a loterias
o para realizar elecciones: en Venecia, por ejemplo, durante varios siglos, la eleccién del
Dux se hacia tras un largo proceso de extracciones de bolas de cera de diferentes colores

alojadas en varias urnas.

En el libro cuarto del Ars Conjectandi, que es una aplicaciéon de la doctrina -la de
los tres libros anteriores- a cuestiones civiles, morales y econdmicas ( Usum & Applicatio-
nem Praecedentis Doctrinae in Civilibus, Moralibus €& (Economicis), Bernoulli presenta

el siguiente ejemplo:

“Suponga que, sin su conocimiento, en una urna hay ocultas 3000 bolas blancas y 2000
bolas negras y que, con el propdsite de determinar los niumeros de bolas, extrae una bola
tras otra (reemplazando la bola extraida antes de elegir la siguiente para que no decrezca el
nimero de bolas en la urna), y que observa las frecuencias con que han sido extraidas una
bola blanca y una negra. La pregunta es esta: jpuede repetirse esto tantas veces como para
hacer que el numero de blancas y negras exlraidas estén en la misma razdn que en la urna
(3:2) sea diez, cien, mil veces mds probable (es decir, moralmente cierto) que cualquier

otra diferente relacion?”.

Es éste precisamente el planteamiento de lo que Poisson llamé més adelante Ley de
los grandes nimeros, que Bernoulli formula y prueba y que, en lenguaje actual, afirma
que “la frecuencia relativa de éxitos en repeticiones independientes de Bernoulli converge
en probabilidad a la probabilidad (desconocida) de éxito si el niimero de ensayos crece

indefinidamente”.

En general, los argumentos concernientes a experimentos aleatorios y, en especial,
los referidos a comportamientos estocasticos en el limite son de comprension dificil. El
enunciado de Bernoulli, que data de 1705 y tiene trescientos anos, todavia hoy ocasiona
malentendidos, por las razones anteriores y, sobre todo, porque es un meta-enunciado que
se refiere a la probabilidad de la proximidad de la frecuencia relativa muestral a otra

probabilidad desconocida.

2.3. El esquema perro-pulga: las wrnas de Ehrenfest y de Bernoulli-Laplace

Un antiguo problema de la Mecanica Estadistica y de la Termodindmica fue explicar la
validez de la Segunda Ley de la Termodindmica, es decir, responder a contradicciones como
la siguiente: si las ecuaciones microscépicas del movimiento son invariantes por inversion
temporal, jpor qué la gran mayoria de los procesos son unidireccionales en el tiempo?. En
1872, Ludwig Boltzmann publica su conocido H-teorema y afirma que ha obtenido la ley de
crecimiento de la entropia a partir de principios dinamicos microscdpicos, pero su resultado

fue puesto muy en duda en la época (en particular, por cientificos como Loschmidt y
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Zermelo) y escasamente entendidas sus respuestas a las objeciones planteadas.

Paul Ehrenfest -alumno de Boltzman- y su esposa Tatiana, en un articulo de 1907,
dieron una interpretacion ingeniosa y simple de las ideas de su maestro mediante una
urna con 2 bolas blancas y negras (o tal vez dos perros con 2v pulgas, en una versién
también comin) de la que, en cada ensayo, se extrae al azar una bola (blanca o negra) y
se sustituye por una bola de color contrario al color de la bola extraida. Cualquiera que
sea el nimero de bolas blancas, por ejemplo, con el que comienzan los ensayos, el estado
mas probable del sistema es el que corresponde a v bolas blancas y otras tantas negras
(o de v pulgas en cada perro), y es el de entropfa mdxima. No es imposible, sino muy
poco probable, que de un estado préximo o coincidente con el de méxima probabilidad se
acceda a un estado de maxima diferencia entre los nimeros de bolas de une y otro color

y de minima probabilidad.

Un modelo similar al de Ehrenfest fue propuesto previamente (Disquisitiones Analyti-
ce de novo problemate conjecturali, 1769) por Daniel Bernoulli, y discutido por Laplace,
para simular, con métodos probabilisticos, el flujo de dos liquidos incompresibles entre
dos recipientes A y B. En este modelo se tienen 2 bolas, de las cuales v son negras y
v son blancas. Se supone que el nimero v de bolas en cada contenedor permanece fijo y

que, en cada ensayo, se toma una bola de cada urna y se intercambian.

Las urnas de Ehrenfest y de Bernoulli-Laplace son ejemplos de ciertas cadenas de
Markov simples, de paseos aleatorios (random walks), que pueden servir para sugerir una
respuesta probabilistica a la controversia ocasionada por las paradojas de irreversibilidad

(Loschmidt) y recurrencia (Zermelo) relativas al H-teorema.

3. Miscelanea de urnas basicas

Un siglo después de la publicacion del trabajo de Paul y Tatiana Ehrenfest, y alguno
mas desde la difusion de las ideas de Jakob y Daniel Bernoulli y de Laplace, el esquema
bolas-urna es uno de los instrumentos mas versatiles de la intuitiva mano izquierda pro-
babilistica. La interpretacion de la dindmica aleatoria de un gran numero de fendmenos
considerablemente complejos mediante un sistema bolas-urna tiene en su haber multitud
de éxitos. De manera resumida se presentan a continuacion los elementos del mecanismo

de extraccién y reemplazamiento de bolas en varios casos relevantes.

3.1.  Urnas con dos colores

En primer lugar, se consideran urnas que contienen bolas de dos colores, blanco (B)

y negro (N). El modelo de urna se especifica mediante una matriz de reemplazamiento o
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de refuerzo o adicidn 2 x 2 con elementos enteros a, b, ¢, d:

a b
c d

R =

En el inicio, la urna contiene By bolas blancas y Ny bolas negras y, en total, T =
By+Ny. La regla de evolucién del contenido viene marcada por la matriz R: si inmedia-
tamente antes del ensayo (n + 1)-ésimo, n = 0, 1, 2,..., en la urna hay B, bolas blancas y
N, bolas negras, se extrae bola blanca con probabilidad B, /(B,+N,) y negra con proba-
bilidad N, /(Bn+N,). Si la bola extraida es blanca, se afiaden a la urna a bolas blancas

y b negras; en caso contrario, ¢ blancas y d negras.

Por otra parte, el hecho de que el proceso {B,/(B, + N,)} de proporcién de bolas
blancas de la urna sea una cadena de Markov hacen de la urna una poderosa herramien-
ta de construccién de procesos estocdsticos que modelan matematicamente situaciones

diversas.

Habitualmente, se considera que la urna es equilibrada, es decir que a+b=c+d=sy
que, por tanto, tras el ensayo n-ésimo, en la urna hay T, = Ty +ns bolas. Ocasionalmente,
si alguno de los elementos a o d de la diagonal son negativos, es necesario que se satisfaga
una condicién de sostenibilidad (tenability), es decir una condicién que no permita que el

proceso de extraccién se bloquee, tal como la siguiente:
Si a < —1, entonces -a es divisor tanto de By como de c.
Si d < —1, entonces -d es dwisor tanto de Ny como de b.

Flajolet et al. (2006) asocian a cada urna con matriz R un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias:
i = g0 yb
d

X
y=$c+l_y

Con otros propdsitos que los de Flajolet et al. (2006), que hacen un estudio de las urnas
2 x 2 mas simples tomando el sistema ¥ asociado a cada una de ellas como herramien-
ta fundamental, sino simplemente con intencién descriptiva, se presenta seguidamente
una relacién de algunas de las urnas equilibradas -clasicas en su mayor parte-, que son

especialmente conocidas.
Urna de Pélya: esquema de contagio

El autor de la idea de usar modelos de urna para describir contagios (o efectos se-
cundarios, segin Feller) es George Pélya. Su procedimiento se expone por primera vez
en un articulo de 1923 esecrito con su discipulo Florian Eggenberger. El modelo de urna

propuesto tiene como matriz de reemplazamiento la matriz identidad:
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10
01

=

La interpretacién mds comiin del proceso estocdstico del ntimero (o de la proporeion)
de bolas de cada color en la urna es la de la velocidad de contagio de una enfermedad en

una poblacidn.
Urna de Friedman: contagio inverso

En la versién de Bernard Friedman, de 1949, se presenta la primera generalizacion de
la urna de Pélya. En este nuevo modelo, si se extrae hola de cierto color, se devuelve y se

afiade 1 bola del color contrario; es decir, la matriz de reemplazamiento es

01
10

R =
Esta urna se generaliza para valores reales 0 < a < b, de modo que

a b
b a

R=

El comportamiento asintético de este modelo fue estudiado por Freedman en 1965. La
urna se relaciona estrechamente con el diseilo y andlisis de algunas estructuras de alma-
cenamiento de datos como los drboles crecientes de Cayley; véase, por ejemplo, Flajolet
et al. (20006).

Urna de Ehrenfest: urna con dos camaras

Este modelo ha sido descrito en paginas anteriores. La matriz de reemplazamiento es:

=1 1
1 -1

R =

Si el mimero inicial de bolas es v, la urna puede interpretarse como una cadena de
Markov finita con 2" estados y recurrente positiva, de manera que el sistema retorna de
manera infinitamente frecuente, y con probabilidad 1, a cada estado y, en particular, a
la configuracién inicial de la misma. La esperanza matematica del tiempo aleatorio de

espera hasta el retorno al estado inicial es finita.
La urna del coleccionista de cupones

Se define mediante la matriz R siguiente:
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=1 1
0 0

Si se extrae una bola blanca, se sustituye por una negra y, si se extrae una negra, se
devuelve a la urna. El modelo del “coleccionista” es tratado ya por Laplace en la Théorie
analytique des probabilités, que lo atribuye a Jakob Bernoulli. El proceso esté relacionado
con andlisis combinatorio, problemas de ocupacién y, en general, con problemas compu-

tacionales. En Feller (1957) puede encontrarse un andlisis de esta urna.

Entre las urnas de dos colores, equilibradas y con matriz R cuyos elementos no estdn
en el conjunto {—1,0, 41}, una descripcién resumida y no exhaustiva de las que presentan

Flajolet et al. (2006) es la siguiente:
Urnas sacrificiales (a = -1): urna peaks-in-perms

Ha sido introducida por Mahmoud (2005) en el contexto de drboles de bisqueda bina-
rios, que se pueden construir inductivamente en correspondencia con el proceso de urna

asociado a una urna peaks-in-perms. La matriz de reemplazamiento es:

-1 2
R=
1 0
Urnas sacrificiales (a = -1): urna generacién-paridad

Permite interpretar un proceso de divisién (splitting) binaria como sigue: en cada
instante discreto, las particulas de un sistema se desintegran con la misma probabilidad,;
cada particula B (respectivamente, N) da lugar a dos de tipo N (respectivamente, de tipo

B). La correspondiente matriz de reemplazamiento es

-1 2
2 -1

R:

Si By = 1, Ny = 0, el proceso de urna puede interpretarse también como el de cons-

truccién de un drbol binario creciente.
Urnas sacrificiales (a = -1): una urna eliptica

Si la solucién del sistema diferencial T es expresable en términos de funciones elipticas,

Flajolet et al. (2006) la denominan urna eliptica. Un ejemplo es la urna:

-2 3
4 -3

R =

Estd asociada a la estructura de datos denominada drboles equilibrados 2-3.
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Urnas triangulares (c = 0)

Suelen interpretarse como modelos simples para la evolucion de especies. Si s = a + b,

0 < a < s, la matriz de reemplazamiento es:

a sS—a

0 s

=
Han sido estudiadas por Gouet (1993) y Janson (2006) entre otros.

3.2, Urna multicolor y otras extensiones

Las urnas con mas de dos colores fueron introducidas por Athreya y Karlin (1968) y
en Athreya y Ney (1972), donde también se contempla la adicién de un ntmero aleatorio
de bolas. Las matrices de reemplazamiento se deben extender de manera “natural”. Asi,
si el mimero de colores de las bolas de la urna es tres, por ejemplo Blanco (B), Negro
(N) y Verde (V), algunas de las urnas tricolor que extenderian los modelos presentados

anteriormente serian

Urna de Pdélya: Ehrenfest:

1 00 -1 1 0

R=]1010 R= 0 -1 1

0 01 i B =1
Coleccionista de cupones: Triangular:

-1 1 0 a b s—a-—10b

s 0 -1 1 R=|0d s—d

0 0 0 0 8

Si la urna estd equilibrada, es decir, si las filas de la matriz de reemplazamiento suman
un mismo valor s, el ntimero total de bolas es T,, = Ty + ns, donde Ty = By + Ny + Vg es
el numero de bolas que hay inicialmente en la urna y resulta de sumar el niimero inicial

de bolas blancas, negras y verdes.

Conforme crece el niimero de colores conviene hacer explicito el distinto papel que
juegan las filas y las columnas en la matriz de reemplazamiento. Asi, cada columna repre-
senta un color y cada fila una accién de reemplazamiento. Las tres columnas se asocian
al color blanco, negro y verde, respectivamente y las tres filas a las acciones extraer bola

blanca, negra o verde, respectivamente. Por tanto, la distribucién de probabilidad de la
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variable “accién a aplicar en el (n + 1)-ésimo reemplazamiento” viene dada por el vec-
tor X, == (Bn/Tn, No/T,, Vo/T,), cuyas componentes representan, respectivamente, la

proporcion de bolas blancas, negras y verdes tras el n-ésimo reemplazamiento.

Esta interpretacion en término de “acciones a aplicar” permite considerar nuevas distri-
buciones de probabilidad mediante una funcién G del vector X, que se denomina funcién
de urna (véase, por ejemplo, Pemantle (1990) y las referencias que alli se indican) que
viene a ser la funcién identidad cuando asociamos cada accién al color de bola extraido.
Asi como la urna multicolor permite considerar mas de dos colores, la funcion de urna
permite considerar un nimero diferente de acciones y colores y, por tanto, las matrices

de reemplazamiento pueden dejar de ser cuadradas.

Los modelos multicolor con retirada de bolas fueron introducidos para estudiar la
evolucion de ciertas estructuras de almacenamiento de datos en ordenadores y otros pro-
blemas de las ciencias de computacién. En estos casos, cada estructura de datos tiene
un modelo de urna asociado de ahi que la garantia de que la estructura evoluciona sin
bloqueos hace innecesario que se fijen condiciones de sostenibilidad por la presencia de
componentes negativos en la matriz de reemplazamiento. En Mahmoud (2002) y en las
referencias ahi indicadas se presenta un catdlogo de estructuras de datos estudiadas me-

diante modelos de urnas.

Se senalan, por ultimo, dos maneras de utilizar las extensiones presentadas en los
parrafos anteriores para construir modelos de urnas ttiles en genética y en modelos avai-

zados de computacion.
Urna de Hoppe

Se consideran bolas de colores 0, 1, 2...., j,... La bola de color 0 es de “peso” 8; las de
los restantes colores son de “peso” 1. La probabilidad de extraer una bola es proporcional
a su peso. El mecanismo de evolucién de la urna es el siguiente. Se extrae una bola de
la urna. Si es de color 0, se devuelve junto con otra bola de un color no existente en la
urna. Si es de otro color, se devuelve y se anade otra del color extraido. Es decir, la urna
se comporta como una urna de L colores en tanto no se produce la aparicién de la bola
0, en cuyo caso pasa a ser una urna de L+1 colores con composicién inicial aleatoria.
Si, inicialmente, la urna contiene una tinica bola de color 0, la secuencia de matrices de

reemplazamiento es la siguiente:

TE 00 0 1

Rlz(f)l) R, = s Heg=| G 1 40 0
010

0o g 0

Para un ndmero fijado de extracciones, el conjunto de resultados proporciona una

secuencia de particiones aleatorias y, para un valor dado n, la particién (a,, as,..., a,) se
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interpreta del siguiente modo: a; es el nimero de colores que aparecen una vez, as es el
ntmero de colores que aparecen dos veces, ..., a, es el numero de colores que aparecen
n veces, lo que se corresponde, en ciertos contextos de la genética, con el ntmero de
diferentes tipos de genes (alelos). En Hoppe (1987) pueden verse algunos resultados para

este tipo de urnas.
Urna con multiple extraccion

~ Mahmoud y Tsukiji (2004), para estudiar grafos aleatorios, sugieren la consideracion
de urnas en las que se extrae un bloque de m > 1 bolas. Un caso particular, con m = 2
(una urna de Pélya con doble extraccién) ha sido estudiado con detalle en Higueras et
al. (2003, 2006). Este modelo consiste en una urna con dos colores y con una matriz de

reemplazamiento rectangular:

a
R=| ¢

e

at+b=ct+d=e+ [=s eb>0.

~~ R <o

La politica de reemplazamiento consiste en extraer y devolver a la urna dos bolas
secuencialmente, junto con s > 0 bolas, de tal manera que: si las bolas extraidas son
ambas blancas se aplica la primera fila de la matriz (es decir, se anaden a blancas y b
negras); si sélo una es blanca se aplica la segunda fila (se afiaden ¢ blancas y d negras);

si ninguna es blanca se aplica la tercera (e blancas y f negras).

4. La urna de Pdlya generalizada

Los modelos presentados en la seccién anterior pueden considerarse generalizaciones
del modelo de Pdlya, puesto que responden al esquema esencial de considerar una ur-
na con bolas distinguibles (de distintos colores) cuya composicién se modifica, en cada
paso, siguiendo una regla de reemplazamiento que se expresa mediante una matriz. En
todas las aplicaciones la composicién de la urna tras cada reemplazamiento representa la

informacién acumulada respecto a alguna caracteristica de interés de un proceso iterativo.

Las generalizaciones de la urna de Pdlya se realizan en tres direcciones: por una parte,
la matriz de reemplazamiento, que deja de ser diagonal y equilibrada para llegar a ser
una matriz ni diagonal ni equilibrada, como en Kotz et al. (2000) o no irreducible, como
en Gouet (1997); el ntimero de colores, que parte de dos en el modelo cldsico a infinitos
colores en la urna de Hoppe y, finalmente, en la politica de reemplazamiento, que ya no
depende exclusivamente del color de la bola extraida, sino de un sorteo realizado con una

funcién de la composicién de urna, como ocurre en las urnas con miltiple extraccion.
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No existe una definicién precisa sobre qué es una urna de Pdlya generalizada (GPU),
puesto que cada extensién que se ha hecho en la literatura sobre el modelo clasico puede
denominarse de tal manera. No obstante, se aspira a presentar un modelo que contemple
las generalizaciones indicadas en el parrafo anterior. En esta seccién se introducird nota-

cién y, finalmente, un modelo para fijar qué se entiende en esta exposicién como GPU.

Se considera una urna que contiene inicialmente Ty bolas de L colores distintos. Cada
color se identifica con un nimero ¢ = 1,---, L y el vector Xy = (Xq1,-- -, Xor)" indica la
proporcién inicial de bolas de cada color. El vector aleatorio X, representa para cada n
la proporcién de bolas de cada color después del n-ésimo reemplazamiento. Por tanto, X,
toma valores en el conjunto Ay_; = {z € R- : Zi":] z; =1, 2; > 0} ((L — 1)-simplex).
El nimero total de bolas en la urna tras el n-ésimo reemplazamiento es T,, y el nimero

de bolas de cada color en el paso n viene dado por el vector T, X,,.

La politica de reemplazamiento en cada paso, n, se asocia a una matriz aleatoria

R,, = (7nij), que toma valores en el conjunto

L
Rixt = ‘[(ﬁj)f:l.---J-;;j:l.--.,L t Ty € R, E Tij > 0}
g==]
Cada fila de la matriz representa una accién y cada columna, un color, en el sentido
senalado en la seccién 3.2. Por tanto, el elemento 7,;; indica el nimero de bolas de color

Jj que se afiaden a la urna cuando la accién i se aplica en el n-ésimo reemplazamiento.

En cada paso, n, la accién aplicada se representa mediante el vector aleatorio 4, que
toma valores en la base natural de R": {e;};=1_ k. Si 6, = e;, utilizamos la i-ésima fila
de la matriz. Luego el vector que indica las bolas afiadidas de cada color viene dado por
RtS,. Asi pues, Ty Xny1 = T X, + R:, . 10n41. De aqui se tiene que la evolucién del
proceso {X,,} se puede expresar mediante la recurrencia
(I = Xa1H)R 1004

Xor1 =X, +
+1 n Tn+1

El proceso {U,}, donde U, = (X, 6,, R,), n > 1, es una urna de Pdlya generalizada
(GPU). Se denotard por {F,} a la filtracién natural del proceso, F, = o(U;, 1 < i < n),
n > 1.

La politica de reemplazamiento queda totalmente determinada mediante una funcién

G:Ap_; — Ag_;, con componentes G;, i =1,--- , I, tal que

p(5,1+1 =C.,'|Fn) =G"(Xn), 3= ].‘ ,I(

Finalmente, se incorpora una condicién general de sostenibilidad que expresa ma-

teméaticamente la prohibicién de que el modelo quede bloqueado. Esto es, se asume que
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para cada n se satisface que R4, + T,,_1X,—1 > 0. Condiciones explicitas de sosteni-

bilidad han sido introducidas en la seccién 3 para urnas con dos colores y, en la misma

linea, se introducen en Gouet (1997) para el caso multicolor con funcién de urna igual a
la funcion identidad.

Si N,,; es el mimero aleatorio de veces que se ha aplicado la accién i en n extracciones,

se consideran los procesos con término general n > 1
N‘ﬂ = ( N1111 seen Nn[( ) 1 er/r”‘ = ( N!ll/n‘ Py N'uf(/ﬂ') ) ?

que representan el nimero y proporcién de veces que se ha aplicado cada una de las I{
acciones en los n primeros pasos del proceso. Obsérvese que cuando la funcion de urna
es la identidad, entonces los procesos indican el niimero y proporcién de veces que se ha

extraido cada uno de los L colores en las n primeras extracciones de la urna.

Las sucesiones {X,}, {N.} vy {N./n} son los procesos estocdsticos de urna usados
habitualmente. No sélo los dos primeros procesos tienen interés, sino que {N,/n} juega
también un papel importante en las aplicaciones de la GPU, y en particular, en su aplica-
cién al diseno de ensayos clinicos. En Moler et al. (2006 b) se obtienen algunos resultados

asintdticos para este proceso utilizando su relacién con {X,}.

5. Meétodos usuales de anilisis de la GPU

Los métodos y herramientas mas comunes y bésicos de la teoria de la probabilidad
son, a su vez, junto con técnicas de algebra y de cdlculo diferencial principalmente, los
elementos mas habituales en el estudio del comportamiento de la GPU y de gran ntmero
de sus aplicaciones. De manera general, se presenta a continuacién una muestra del interés
de diversas técnicas usuales mediante una coleccién de resultados iniciales o primeros

obtenidos con cada uno de los métodos diferentes que se relacionan.

5.1.  Intercambiabilidad

Es sabido que {Z,, },>1 es una sucesidn intercambiable si, para todo indice n y cualquier
permutacién m = (w(1), ..., m(n)) de los enteros (1, ..., n), las distribuciones de las variables

aleatorias n-dimensionales (Z, ..., Zn) ¥ (Zz(1), .., Zr(n)) s0n idénticas, De Finetti (1937).

El concepto de intercambiabilidad de una sucesién de variables aleatorias {Z,} es
aplicable al anédlisis del comportamiento de los procesos asociados a una urna de Polya:
para una urna con dos colores, blanco y negro, la sucesion de colores extraidos de la urna
es intercambiable; es decir, es intercambiable la sucesién (d,,), donde §,,; es 1 si el color

obtenido en la n-ésima extraccién es blanco y 0 si es negro. En tal caso (Hall y Heyde
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(1980)), existe una variable aleatoria Y con distribucién concentrada en el intervalo [0,1],

tal que:

P(Z 0y =k|Y )= (?) Y-V % 6.8,
j=1 i

y, cuando n — oo,
1 n
; E 5J'1 o= 4 };, C.S.
=

Si se toma el modelo de urna de Pdlya, se obtiene:

I'(n + Bo/a)T'((Bo + No)/a)
F(?l + (BU i Ng)/a)F(Bn/ﬂ}

P(611=1, "':6111 :1): ZEYN,

donde Y es una variable aleatoria con distribucién Beta de pardmetros By/a y Ny/a.

Esta técnica es unicamente aplicable al modelo clasico de urna de Pélya. El modelo
de urna de Friedman, que es una de las primeras generalizaciones de la urna de Pdlya,
ya no satisface las condicién de intercambiabilidad y, como veremos, requiere de nuevas

herramientas matemadticas para el estudio de su comportamiento asintético.

5.2.  Integracion en un proceso de ramificacion multi-tipo

Athreya y Karlin (1968) proponen el método de integracién (embedding) de un proceso
de urna en un proceso de ramificacién markoviano multi-tipo en tiempo continuo, que,
siguiendo a Janson (2006), se puede describir del siguiente modo. Para cada color o tipo,
los elementos 7;; de la matriz R son enteros aleatorios tales que r;; > 0,4 # j, y ri = -1.
Cada tipo estd ponderado por un peso a; (habitualmente a; = 1) y si tras n extracciones
el vector de proporcién de bolas de cada color es X,,, la probabilidad de obtener bola de

tipo i en la (n-+ 1)-ésima es

aiXm'
Zj (5 Xnj

y la bola extraida se devuelve a la urna junto con la L-tupla (ryy, ..., rip).

El proceso de urna se integra en el proceso de ramificacion multi-tipo {Z(t)}i>0 ha-
ciendo la suposicién de que una particula (bola) de tipo ¢ vive con respecto al sistema
de ramificacién un tiempo distribuido exponencialmente con tasa a; y, cuando muere, se

sustituye por un conjunto de (ri+Xii, ..., Tie+xiz) bolas (xi; = 0, ¢ # j; xii = 1).

Con el mismo esquema, pero asumiendo r; > 0, se supone alternativamente que las
particulas viven siempre y que, de acuerdo con un proceso de Poisson L-dimensional de
intensidades a;, dan lugar a L-tuplas de particulas. Se hacen también las hipdtesis de que
las variables aleatorias 7;; tienen media y varianza finitas y que {Z(t)},>0 es continuo por

la derecha.
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Si 79 = 0 y la sucesion (7,,), T < Tug1, 7 > 1, es la de los instantes de muerte, o
de ramificacion, de una particula, se considera el proceso {Z(7,)}.>0 que coincide, en

distribucién, con el proceso de urna {7, X, },.>0.

Janson (2006) recoge resultados en el limite para el proceso de ramificacién y el co-
rrespondiente proceso de urna integrado en él. El procedimiento de integracion descrito
no se puede aplicar directamente si r;; = -1 y no se cumple que r;; > 0, 7 # j. Asimismo,
el procedimiento anterior tampoco es vélido si consideramos funciones de urna distintas
de la identidad.

5.8.  Martingalas

La busqueda o bien la construccién de martingalas asociadas a otros procesos equi-
vale, en una gran variedad de situaciones, a la posibilidad de disponer de herramientas
potentes para probar resultados del limite c.s. y teoremas del limmite central y del limite
central funcional. En el caso de procesos de urna, las técnicas de martingalas son también

especialmente 1tiles para obtener comportamientos asintéticos de los mismos.

Por ejemplo, si se toma de nuevo la urna de Pélya y X,,; representa la proporcién de

bolas blancas tras el n-ésimo reemplazamiento se tiene, para todo n > 1

E[Xn]|X011 '“1Xn—1.l] = E{Xnﬂxn—l.l]

= Xnp-11, C8..

Es decir que el proceso de proporcién de bolas blancas y, por tanto, el de bolas negras,
para un modelo muy sencillo de urna, no sélo es una cadena de Markov, sino que también
es una martingala con respecto a su filtracién natural, que converge casi seguramente
porque es positiva y estd acotada por 1.

Para una GPU con funcién de urna igual a la identidad, Gouet (1997) propone y
demuestra el siguiente resultado basado en técnicas de martingalas que es importante

porque relaciona el comportamiento asintético de la composicién de bolas en la urna con

el tipo de extracciones.

Sea R, = R = (ry;) la matriz de reemplazamiento de la urna y 4, = (0,1, ---,0n1), €l
vector-fila definido mediante 6,; = 1 si se ha extraido bola de color i en el ensayo n-ésimo,

vy 0 en caso contrario.

Puesto que E[d,41|Xo, ..., Xn] = Xy, la aplicacién del lema de Borel-Cantelli para

martingalas permite asegurar, para cada color ¢, que:

i 61:;‘ Y i Xm'

n=1 n=0
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convergen o divergen simultdneamente, y ademas:

2 =1 0
Z;=1 in

fi =ioo), pargde= 1, ., e

— 1, ¢.s., cuando n — oo,

sobre el suceso (Ef:ozl

=]
n=1

A un color i tal que Y °_ | ,; = 00, Gouet lo denomina color recurrente; i es un color
que sobrevive si T,X,,; > 0 i.0. y es un color que se extingue si no sobrevive. Demuestra

ademds, para una urna sostentble, que i es un color recurrente si y sélo si sobrevive.

5.4.  Aproximacion estocdstica

Los métodos de aprozimacién estocdstica son la piedra angular de la optimizacion
estocdstica. Los prototipos de métodos de aproximacién estocastica son los algoritmos de
Robbins-Monro y de Kiefer- Wolfowitz. En el algoritmo de Robbins-Monro se considera una
funcién M(z) que no es observable directamente, sino solamente a través de estimaciones
sometidas a “ruido” y tal que, para calcular ceros o extremos de M, sélo puede utilizarse
una variable aleatoria N(X) que satisface E[N(X)|X] = M(X). Para aproximar X, tal
que M(Xy) = a se construye la sucesién (X,) en la forma X, = X,+a,(a-N(X,)),
donde la sucesién (a,) de los tamafios del “paso” converge a cero; Robbins y Monro
(1951) prueban entonces, bajo hipétesis sobre N(z) y M(z), y para a, = 1/n, que las X,

convergen a Xy en L? y, por tanto, en probabilidad.

Un proceso (X,,) con valores en R¥, adaptado a una filtracién (F,), es un proceso de

aproximacion estocastica del tipo Robbins-Monro cuando para todo n > 0:
-’X’n+1 = X‘n + an(F(Xn) =} §|1+1 + jjn):

donde (a,) es una sucesion determinista del mismo orden que 1/n, F' es una funcion con
valores en R¥, (£,41) es una sucesién de diferencias de martingala respecto a (F,) (i.e.
E(&n41|Fs) = 0). Finalmente, (3,) es un proceso adaptado a la filtracién que converge a
cero casi seguramente, y se interpreta como una perturbacién del proceso. Una revision
sistemédtica de este tipo de procesos puede verse en Pematle (2007). Existen condiciones
mediante las que se puede garantizar la convergencia casi segura o un teorema central del

limite para tal proceso, (véase, por ejemplo, Duflo (1996)).

En la seccién 4 se mostré que el proceso de proporcién de bolas de cada color en una
GPU evoluciona de modo recursivo. Higueras et al. (2003) prueban para dicho modelo
que la proporcion X, de bolas satisface una ecuacién recurrente de tipo Robbins-Monro,
asumiendo que las esperanzas condicionales H, = E[R,|F,-,| convergen en norma a una
matriz deterministica H. En este caso, a, = 1/T,, F(z) = (I — 21")H'z, las &, son

diferencias de martingala y 3, = (H, — H)'X,—,.
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5.5.  Aproximacidn estocdstica y el método ODE

Fs posible conseguir una interesante aproximacion a los problemas de aproximacidn
estocdstica a partir de las nociones de estabilidad de la ecuacidn diferencial ordinaria
(ODE) “aprozimante”. Si {X,} es un proceso estocdstico que satisface una ecuacion

recurrente de los tipos anteriores se considera la ecuacion diferencial:

F= Bk

Hay entonces dos heuristicas que se pueden plantear de manera natural: las trayectorias
del proceso { X, } deberian aproximar las trayectorias de la ODE anterior, por una parte;
por otra, las trayectorias estables de la ODE deberfan aparecer en el sistema estocastico,

pero no asi las trayectorias inestables.
En el caso del proceso de urna {X,} para una GPU, que satisface un esquema de
Robbins-Monro, es preciso considerar una ODE restringida al simplex:

&= Flz) =€

Es sabido que el estudio de la estabilidad de la ODE comporta el estudio de los
valores propios de la matriz jacobiana asociada evaluada en los puntos de equilibrio.
Esta aproximacién es la utilizada en Higueras et al. (2003) para obtener condiciones que

garantizan la convergencia casi segura del proceso {X,}.

6. Una muestra de resultados asintdticos

Las técnicas descritas en la seccion anterior, salvo la propiedad de intercambiabilidad,
han sido utilizadas para obtener resultados asintéticos en distintas generalizaciones de la

urna de Polya. Se va a presentar, a continuacion, una muestra de los resultados obtenidos.

6.1, Urna de Friedman

Una de las primeras extensiones del modelo de urna de Pdlya que aparece en la lite-
ratura probabilistica es la urna de Friedman (Friedman (1949)), con matriz de reempla-

zamiento

a b

yb>0.

Freedman (1965) estudié el comportamiento asintético de los procesos asociados a

este modelo mediante técnicas de martingalas. Obtuvo que la proporcién de bolas de
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cada color en la urna se equilibra en el limite para cualquier valor b > 0. Este resultado
de convergencia fuerte a una distribucién degenerada contrasta con el comportamiento

limite del modelo cldsico de Pdlya.

Freedman demostré también otras leyes limite de convergencia fuerte y teoremas cen-
trales del limite asociados al modelo de urna de Friedman. Estos resultados pueden oh-
tenerse también -y generalizarse- mediante la técnica de integracién en un proceso de
ramificacién multi-tipo {Z(t)} (véase Athreya y Karlin (1968)).

Por otra parte, también pueden obtenerse como casos particulares de una reciente
proposicién demostrada por Pemantle (2007) en la que, manteniendo las hipétesis de
Athreya y Karlin sobre los valores y vectores propios de la matriz R de reemplazamiento
(o bien la matriz de esperanzas si los refuerzos son aleatorios), que garantizan que R tiene
un valor propio real A; con multiplicidad 1 y estrictamente mayor que la parte real del

resto de valores propios, obtiene

Si no hay sustraccion de bolas y se excluye el caso de no refuerzo se tiene A\, > 0 y, si
w es un vector propio a derecha con valor propio A, el proceso {w'Z(t)e=*}, donde {Z(t)}
es el proceso de ramificacion, es una martingala tal que, si Re{\} > izl es de cuadrado

integrable y converge c.s.

6.2. Urnas sostenibles I

Gouet (1989) considera una urna de dos colores, blancas y negras, con matriz no

necesariamente simétrica
a b

c d

y las restricciones de sostenibilidad senaladas en la seccién 3.

Mediante técnicas de martingalas demuestra que la proporcién de bolas blancas conver-
ge casi seguramente a ¢/(b+c). También obtiene un Teorema del Limite Central Funcional
(Gouet (1993)) para este mismo modelo y extiende el modelo a L colores y a matrices
de reemplazamiento no necesariamente irreducibles (Gouet (1997)) y prueba también un
resultado muy general de convergencia fuerte para las proporciones de bolas mediante el
uso de argumentos de martingala y la teoria de Perron-Frobenius, segiin el desarrollo de

Seneta (1981). Para ello utiliza la forma normal de escribir la matriz de reemplazamiento

R“ 0 0
0 Qll s 0
R - s ass e , o -
v wey Abpp U Q 5 0
0 O Q o 19




donde las submatrices Ry;,..., Ryr, Q11,-..y Qqq,7 = 0,4 2 0, son irreducibles y sus corres-
pondientes conjuntos de colores C\,..., C;, Dy,..., D, son las componentes conezas del grafo
dirigido G asociado a R, con conjunto V de vértices que coincide con los L colores de la
urna, de manera que existe un arco (i, j) de Z a j, o bien el color j se refuerza con el color
i, si rj; > 0. A tales componentes conexas hay asociadas martingalas y supermartingalas.

El resultado obtenido es:

Sean Ry, ..., Repry Q1140 Qg7 = 0,¢ > 0, las submatrices diagonales irreducibles de
la forma normal de la matriz de reemplazamiento R con elementos enteros y Ch,..., C,,
Dy,..., D, sus correspondientes conjuntos de colores (las componentes conexas del grafo
dirigido G asociado a R). Entonces
Xn _’z::LYIUE + qu;

donde u;, i =1, ..., vy v, son vectores v x 1 tales que u;c, y vy p, son vectores propios
dominantes de R;j,i=1, ...,1,¥% Qqq respectivamente, sus restantes componentes son cero

y (M, ..., Y;, Z,) es un vector aleatorio 1 x (r + 1) con funcién de densidad de Dirichlet
0. -1

. 1 £
L5755 ) [152) Foyy
donde 0; = Toc;/s,j =1, ., 1, Y by = To /s — 205, 0.

6.9. Urnas sostenibles I1

Janson (2004), mediante integracién en un proceso de ramificacién multi-tipo, obtiene
un extenso conjunto de resultados para urnas con L colores (o tipos), matriz de reem-
plazamiento con coeficientes r;; enteros aleatorios de cuadrado integrable y matriz de

esperanzas R = [E(r;;)] y funcién de urna igual a la identidad.

Se considera que un color i domina al color j, i » j, si en una urna que comience
con una unica bola de color 7 es posible encontrar, tras un cierto niimero de ensayos, una
bola de color j, es decir, si r,;; > 0 para algin n > 0. La relaciéon > es una relacién
de equivalencia y divide el conjunto de tipos en clases de equivalencia Cy. El color i es
dominante si i > j para todo color j; asi mismo, una clase Cy. es dominante si i € C, es
dominante. Por 1ltimo, se afirma que el proceso de wna se extingue esencialmente sl en
alguna etapa no hay bolas de tipo dominante; en particular, si la matriz R es irreducible

la extincién esencial coincide con la extincidn.

Sean u; y vy los vectores propios a izquierda y derecha correspondientes al mayor valor
propio A;. Se suponen ciertas las hipStesis habituales (A, es positivo y simple, principal-

mente) y que no hay extincién esencial en la urna. Entonces:

1. n ' X, — M\uv cs., cuando n — oo,
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2. Si Re(X) < 1Ay, n7V2(X,, — nAjvy) = N(0,Z) [D].

También obtiene un teorema central del limite cuando Re(\y) = %)»1, las expresiones
-complicadas- de las matrices covarianza ¥ pueden verse en Janson (2004) (Teoremas
3.22 y 3.23) donde también se presentan resultados relacionados estrechamente con los

anteriores para el proceso {N,} (Teorema 3.28).

6.4. Otros modelos generales de urnas

Hill, Lane y Sudderth (1980) consideran esquemas de urna de Pélya con dos colores, de
tal manera que, si X,, es la proporcion de bolas blancas tras n extracciones, se anade a la
urna una bola blanca con probabilidad f(X,) y una negra con probabilidad 1-f(X,,), don-
de f:[0,1] — [0,1]. Para estos modelos se obtienen resultados de convergencia mediante

razonamientos especificos dificilmente generalizables a otros modelos.

Bajo ciertas condiciones sobre las matrices de reemplazamiento, en Higueras et al.
(2006) se proporciona una ley fuerte y un teorema central del limite pal'é el modelo GPU
presentado en la seccion 4. Se pueden obtener de manera particular resultados asintéticos
para la proporcién de bolas X, en la mayor parte de los ejemplos descritos en la seccién 3.
Asf mismo, se presenta un procedimiento para obtener una expresion explicita de la matriz
de covarianzas en el Teorema Central del limite, lo que hace el resultado especialmente

util en la practica.

Como ejemplo de aplicacion se puede tomar el caso -no demasiado sencillo- ya pre-
sentado en la seccion 3 de la wrna con doble extraccion con funcién de urna asocia-
da G(z) = (23,22,29,23), con z = (z;,22) € A,. Su comportamiento asintético no
habfa podido ser resuelto todavia con otras técnicas (véase la discusién al respecto en
Mahmoud and Tsukiji (2004) y Janson (2004)). Se obtiene que el proceso X, conver-
ge casi seguramente. Sea u = (uy,us) su limite. Llamando M = 2(au; + cus — suy) y
N = 2(cuy + eus — su,), si M — N < s/2, se satisfacen las condiciones que garantizan un
Teorema del Limite Central con matriz de covarianza que se expresa en términos de M,

N y los elementos de la matriz de reemplazamiento.

7. Aleatorizacién y ensayos clinicos

Para adquirir informacién que sea cientificamente vélida hay que considerar el diserio
del experimento, la manera de conducirlo y el andlisis de los datos. En este proceso con
tres vertientes, la aleatorizacidn de las unidades que se desean estudiar para que reciban
uno de los tratamientos del estudio es una idea que se remonta a Fisher (The Design of

Ezxperiments, de 1935), que la introduce en el contexto de asignar tratamientos a bloques




o a parcelas de cultivo.

Una gran parte de los principios de la aleatorizacién se usan -no sin controversia-
en ensayos clinicos, en los que se pretende valorar los efectos beneficiosos y adversos de
un tratamiento médico mediante la asignacién aleatorizada y secuencial de los sujetos a
alguno de los dos o mads tratamientos que se comparan. Los ensayos clinicos difieren de
otros tipos de experimentos aleatorizados en los aspectos éticos que deben tomarse en
consideracion si se realizan sobre humanos, o incluso sobre animales, véase Rosenberger
y Lachin (2002).

En la aleatorizacidn de respuesta adaptada la probabilidad de que un sujeto sea asig-
nado a un tratamiento cambia a lo largo del ensayo de acuerdo con los datos que se hayan
recogido hasta el momento sobre el efecto del tratamiento. El objetivo es asignar un ma-
yor ntimero de pacientes al mejor tratamiento. Este tipo de disefios suelen denominarse
diserios adaptados aleatorizados, y forman parte de la clase general de diserios adaptados,

con aplicaciones en diferentes disciplinas.

El mds simple de los disenos adaptados es posiblemente el llamado regla play-the-
winner (Zelen (1969)) en el que, si ocurre un éxito en la aplicacién de un tratamiento, al
paciente siguiente se le asigna el mismo tratamiento y, si ocurre un fracaso, se le asigna

el tratamiento opuesto.

Otros disenios adaptados son los problemas de bandidos: un bandido con dos brazos
es una méquina de monedas con dos posibilidades de juego -los brazos o palancas de la
maquina- y un pago que se observa inmediatamente. En términos de ensayos clinicos, los
dos brazos son dos tratamientos y el objetivo es optimizar el error minimo cuadratico de
un estimador del efecto de un tratamiento, por ejemplo, o la esperanza del mimero de

fallos de uno de los tratamientos.

Los problemas de bandido presuponen un tamaino muestral fijo. Otros disenos adapta-
dos, en cambio, han sido desarrollados para el caso de un nimero aleatorio N de pacientes,

previa determinacién de una apropiada frontera de parada.

7.1. La reglaplay-the-winner aleatorizada

Una y otra aproximaciones, la de bandido y la secuencial, son disenos completamente
aleatorizados en los que se seleccionan los tratamientos futuros a partir de las informacio-
nes pasadas, pero se aplican especialmente en asignacion deterministica y ello comporta
graves errores de sesgo. Los disenos aleatorizados de respuesta adaptaca permiten cambiar
las probabilidades de asignacién de forma que los pacientes se asignan al tratamiento que

en cada momento tiene mds éxito.
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Las aprozimaciones guiadas por el diseno (design-driven) permiten obtener compor-
tamientos en el limite de especial interés para la aplicacién de los tratamientos. La he-
rramienta probabilistica bdsica para una aproximacion de tipo design-driven es una urna

generalizada de Podlya, tal como la siguiente:

Sea X,, = (Xu1,...,Xnr) la composicién de la urna con L colores, que se identifican
con tratamientos, cuando ocurre la llegada del n-ésimo paciente para ser aleatorizado.
La probabilidad de que le sea aplicado el tratamiento j es entonces X,,;. Ademads, si los
elementos de la matriz de reemplazamiento R = [r;;] son variables aleatorias r;; = r;;(£),
con matriz esperanza H = E[R(€)] positiva regular y tal que P{r;; = 0,Vj} = 0, es sabido
que:

by ;
lim X,; = u;, c.s., im N,;/n = u; cs.,

donde X,,; es la proporcién de bolas de tipo j, N,; es el niimero de pacientes que se han
asignado al tratamiento j hasta el ensayo n-ésimo y u; es la componente j-ésima del vector

propio a izquierda normalizado correspondiente al valor propio maximo de H.

El caso mas simple es aquél en que se toma r;; = (L — 1)y;; si ocurre un éxito en la
aplicacion del tratamiento ¢ y r;; = 1 — x;; si hay un fracaso, donde x;; = 1,sii=jy
toma valor cero en otro caso. En particular, si L = 2 y la composicién inicial de la urna
es TyWy = (a,a) se obtiene la regla play-the-winner original, de Wei y Durham (1978),
que se describe como sigue: los dos colores se identifican con un tratamiento A y un
tratamiento B; si la bola extraida (que se devuelve a la urna) es de color A (o B) se asigna
al paciente el tratamiento A (o el B) y, si es un éxito, se ailade un niimero entero positivo
[ de bolas del color extraido y a del contrario; si es un fracaso, se afiaden 3 bolas del
color contrario al extraido y a del extraido, 3 > a > 0. Se premia asi el tratamiento que
proporciona mejores prestaciones mediante un incremento secuencial de la probabilidad
de ser asignado, a diferencia del play-the-winner (no aleatorizado) de Zelen en el que se

varfa deterministicamente la aplicacion de tratamientos.
Si 3 =1, pay pgpson las probabilidades de éxito de los tratamientos A y B, respecti-
vamente, y ga = 1 — pa. gg = 1 — pp, la matriz esperanza es:
Pa qa
H=
4B PB

entonces lim X,,; = qg/(q4 + gB) cs., ¥
lim N,a/n = qp/(qa + qB) C5., lim N, a/Nnp = qs/qa c..

En el limite, por tanto, la regla asigna tratamientos de acuerdo con el riesgo relativo de

fallo de los mismos.

Es posible obtener resultados interesantes de convergencia en distribucién, (véase el
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ejemplo 4.1 de Moler et al. (2005)) para un caso mds general de la regla play-the-winner

aleatorizada. Este tipo de resultados se pueden obtener también para (N, 4/n).

El esquema play-the-winner admite numerosos refinamientos que toman en conside-
racion necesidades del disefio. Por ejemplo, Bandyopadhyay y Biswas (1999) modifican
la regla para incluir factores de prondstico: los pacientes no son homogéneos, sino que
pueden clasificarse segin un factor con J+1 niveles ordenados 0, 1, ..., J y, en tal caso, el
éxito no solo depende del tratamiento asignado sino también del nivel al que pertenece el

paciente.

La presencia de factores de prondstico en disefios adaptados se ha considerado amplia-
mente en la literatura. Si tales factores se usan para estratificar la poblacién de pacientes
es preferible considerar una urna para cada nivel del factor. En otro caso, la proporcién
de poblacién en cada nivel se supone estable a lo largo del ensayo y, de aqui, la proba-
bilidad de que el paciente que llegue en cada momento al sistema pertenezca aun nivel

determinado se supondrd constante.

En Moler et al. (2005) se plantea el problema con més de dos tratamientos, matriz de
reemplazamiento general y una regla de asignacion de tratamientos que puede modularse
mediante una funcion de urna. En Moler et al. (2006 a) se comparan L > 2 tratamientos
en pacientes que llegan secuencialmente al sistema y pueden clasificarse segiin un factor
de prondstico con niveles 0, ..., J, y respuesta no dicotémica. Para ello se introducen las
siguientes variables:

Jn == (5'.'111 -"!51’1[-)1 Th = (Tru(]: ...,TT,,J), = L

donde 6,; = 1 si se ha aplicado el tratamiento j, y 0 en caso contrario, y m, = 1 si el

nivel del paciente es k, y 0 en otro caso.

Para cada tratamiento j y cada nivel k, la respuesta del paciente en la etapa n se
modela mediante la variable aleatoria Z,;; que toma valores en el intervalo [0,1]. Z, es
una matriz L x (K + 1) cuyos elementos son las Z,;;, que se suponen independientes e

idénticamente distribuidas, y la respuesta del paciente en la etapa n-ésima del ensayo es:

v K

Z Z tr“"?ij Tk an;\..

j=1 k=0

La seleccion de tratamiento para el (n+1)-ésimo paciente se hace mediante una funcién
de urna G: Ap_; — Ay, que en particular puede ser la identidad. G;(X,,) es entonces

la probabilidad de que el paciente (n+1)-ésimo se asigne al tratamiento j.
Tras aplicar el tratamiento j a un paciente de nivel k en la etapa n, se afiaden c_'?-*'{-(}.r)

bolas de tipo i a la urna, i :-1, ...y L (c};(k) depende en general de la respuesta del
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paciente Z, ;. v de las respuestas dadas por los pacientes precedentes). Se consideran las

stcesiones de matrices de reemplazamiento cuyos términos n-ésimos son C,, (k) = [¢};(k)]
e

Y Co = 3 o TakCa(k).

Sea {(X,,0,, T, Z,)} el proceso de urna, {F,} la correspondiente filtracién natural
y H, = E|[C,|F,—]. Es facil comprobar que el modelo de urna es un caso particular del
modelo de urna de Pdlya generalizado presentado en la seccién 4 y, en consecuencia, los
resultados limite presentados en pédginas anteriores son aplicables a este caso particular,

previa comprobacion de las condiciones.

En el caso de ensayos clinicos, tales condiciones se traducen en hipdtesis sobre la
naturaleza del experimento. En particular, se considera que la matriz de respuestas Z,, =
(Zji) es independiente de cualquier informacion del pasado y de la asignacién realizada
al actual paciente y de su nivel. Asl mismo, se asume que la asignacion es realizada
independientemente del nivel del paciente. Esta manera de experimentar rompe con la
manera cldsica de disefiar un experimento en el que se plantean a-priori asignaciones de
pacientes con objeto de equilibrar asignaciones entre niveles y tratamientos. Cuando es
de interés garantizar el estudio de pacientes en todos los niveles, resulta mas conveniente

considerar tantas urnas como niveles, esto es, considerar tantos experimentos como niveles.
Si se asumen dichas condiciones y existe una matriz H deterministica tal que
|H, — H|| =0, ecs.,

entonces X,, se ajusta a un esquema de recurrencia de Robbins-Monro y existen leyes
fuertes los procesos {X nt ¥ {N,,/ ?1}. Este resultado de convergencia es muy 1til para es-
tablecer el comportamiento limite de otros estadisticos asociadoes al proceso. Por ejemiplo,

el siguiente estadistico estima el valor de pij, = E[Z,;):
n

Onj Tk Lhjk
0

ﬂ}r".'k = -Jl=
. f\'rnjf\'

donde Npji = Y _o OnjThi. Este estadistico es esencialmente la media muestral. No obs-
tante, hay que estudiar sus propiedades bajo las relaciones de dependencia que se produ-
cen en el caso de disenos adaptados. Bajo las condiciones consideradas, este estimador es
consistente y verifica un Teorema Central del Limite.

Diversos trabajos se han dedicado a establecer las propiedades de distintos estimadores
en disefios adaptados. Asi, para el estadistico media, véase Bélisle y Melfi (2007), para
estimadores MLE, Rosenberger et al. (1997), y para estimadores MCO, Moler et al. (2007).

Recientemente la literatura probabilistica se ha ocupado de un nuevo tipo de diseno
adaptado que consiste en asignar cada paciente a un tratamiento de acuerdo a una distri-

bucién de probabilidad que viene dada por una funcién que depende de algunos pardametros
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y de las asignaciones y respuestas previas, véase Hu y Rosenberger (2006). Estos disenos
presentan ventajas sobre los disefios basados en urnas. Por una parte mantienen la alea-
torizacion de las asignaciones y, utilizando técnicas de simulacién, parecen mostrar una
menor varianza. Por otra parte, permiten manipular los pardmetros con objeto de que las

asignaciones converjan a un vector previamente fijado.

Si bien es cierto que los modelos de urnas parecen presentar mayor varianza, esta no
se muestra hasta que el niimero de pacientes es muy elevado (digamos que la variabilidad
limite se alcanza muy lentamente), véase Rosenberger et al. (2001). Por otra parte, la
inclusién de pardmetros en la matriz de reemplazamiento permite controlar la asignacion
limite del experimento, como puede verse en Moler et al. (2007). Por tanto, esta cuestion

no esta cerrada a la discusion.

Quedan numerosos caminos abiertos a la investigacién en el campo de los diselos
guiados por la respuesta. Entre otros, la obtencién de resultados asintéticos para las
asignaciones, con identificacién explicita de la matriz de covarianzas, o la aplicacién de

las herramientas del diseno éptimo de experimentos en este contexto.
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